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BAB I 
ALJABAR 


1. Identitas Aljabar 
a. Identitas yang melibatkan bentuk kuadrat. 
Ingat kembali konsep dasar pada waktu SMP: 
» (a4b) — (a4b)la#tb) —a?' tb? 4-2xy 
» (a4b4#0)—a24b? 40? #2ab 4 2bc 4 2ca 
» (atb#tc4#d#e) —a24b? 4c24d2 te? #2ab #2bc #2cd #2de #2ea 
»  a2-—h2 — (a-bj(a4#b) 


Contoh 1: 
Jumlah dua bilangan adalah 21 dan hasil kalinya adalah -7. 
Tentukan: 

i.. jumlah kuadrat dari dua bilangan tersebut 

ii. jumlah kebalikan dari dua bilangan tersebut 

iii. jumlah pangkat empat dari dua bilangan tersebut 
Pembahasan: 
Misalkan dua bilangan tersebut a dan b, maka kita mempunyai 

atb—21& ab — —7 


Sehingga: 
1. a24bh? — (a4#b)? —2ab — 212 — 2(—7) — 455 
1 1 atb 21 
an an au 


3. At bt — (A2) 4 (b2)2 — (A2 # h2)2 — 20292 — 4552 — 2(—7)2 — 357 


Contoh 2: 

Tentukan bilangan bulat positif a dan b sehingga V5 -V24 —- Va #Vb dengan 
a5b 

Pembahasan: 


Perhatikan bahwa 


5 4 VZ4 5342/2342 - (V3 4 V2) 


(5424 - V3 4 V2 
Jadi,a—-3 & b—2 
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Contoh 3: 
Hitunglah 


JG 000 000) (1 000 001) (1 000 002)C1 000 003) #1 


tanpa menggunakan kalkulator. 

Pembahasan: 

Misalkan n — 1000 000 — 108 Maka 

nm #1) mn #2)mM 43) —nn #3) #1) #2) — 2 4 3n)n? #-3n #2) 
Misalkan y — n? # 3n Maka 

n(n#1)n #2) m4 3) 4-1 — (n2 #3n)n? 4 3n#2)4#-1—y(y#2)4#15— (y-4# 1)? 
Jadi, 


Jnn4#1)m4#2)m4-3)#-1—y41—n24#3n#1— 1012 3.108 4-1 


5 1000 003 000 001 


Contoh 4: 

Tentukan nilai dari 1234567892 — 123456790.123456788 
Pembahasan: 

Misalkan x — 123456789 Maka 


1234567892 — 123456790 .123456788 — x2 — (x #1)(x —1)—1 


Contoh 5: 
(AIME, 1989) Hitunglah nilai dari // (31)(30)(29)(28) #1 
Pembahasan: 


Misalkan 4 bilangan bulat berurutan: (n —1),n, (n #1), (n #2) 
Perhatikan bahwa: 
mn —1)(n) (H1) #2) #1 — (n2 —1)(n? #2n) #1 
—ntt2n? —n2—2n-4#1 
5 (241) — 22 4n)#1 
5 (n24n— 1) 
Sehingga: 


/BDB0)(29)(28) H1 — (292 #29 — 1) — 869 
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Selanjutnya, kita bahas tentang identitas aljabar yang belum kalian pelajari pada waktu 
SMP. Tetapi identitas ini sangat bermanfaat untuk penyelesaian soal-soal olimpiade. 
Identitas ini lebih di kenal dengan sebutan Sophie Germain's Identity 


at 4 4h4 — (a' — 2ab # 2b”)(a? 4 2ab # 2b”) 


Bukti identitas: 
Perhatikan bahwa 
at 4 4b1 — at 4 4a2h? 4 4h? — 4a?h? 
— (A2 4 2b2)? — (2ab)? 
— (A2? — 2ab 4 2b”)(a? 4# 2ab 4 2b”) 


Contoh 6: 
Buktikan hanya n — 1, n EN, yang menyebabkan bahwa n? 4- 4 merupakan bilangan 
prima 
Pembahasan: 
Dengan menggunakan Sophie Germain's trik, 
NE H4 —n Hn 44— 4n? 
5 (n2 4 272 — (2n)? 
— (n242—2n)(n' 42 -#-2n) 
5 (Mm—1) 41) (Mm4-1)7 41) 
Masing-masing faktor di atas, untuk n » 1 maka (nm —1)2 41) »1& (n4#1)2 4-1) 51 


Sehingga untuk n » 1, maka n? 4 4 bukan prima. 
Jelas untuk n — 1, n #4 — 5 (Prima) 


LATIHAN SOAL 1.a 
1. (HSMC-USC, 2004) Tentukan solusi untuk persamaan 


V3 —x t V3 -x Xx 
2. (UG-HSMT, 2005) Jika x #-— 3 maka nilai dari xt 4 — 
3.  (UG-HSMT, 2008) Hitunglah 
(104 4 287184 4 25)(264 4 25) (344 4 25)(421 4 25) 
(64 4 28)(148 4 25)(224 4 26) (301 4 28)(38# 4 25) 


4. Jumlah dari dua bilangan adalah -7 dan hasil kalinya 2. Tentukan: (i) jumlah 
kebalikannya (ii) jumlah kuadrat kedua bilangan tersebut 
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2 
5. Jikaadanb memenuhi ———14 1, tentukan nilai dari — 
atb a b b2 


6. Diketahui x,y memenuhi x #y 59 & x? 4 xy #y? — 61. Tentukan nilai dari 
x? —y jikax »y 

7. Diketahui x,y memenuhi x — y — 10 & x? — 4xy #y? — 52. Tentukan nilai 
dari x2 4 y? 

8. Tentukan bilangan bulat a, b sehingga V11 #72 — a4# vb 


9. Tentukan nilai dari 
2015 


» yui 


121 
10. Tentukan nilai dari 
T 5 (241) (22 4 17(22 4 1)(22 41)... (22” 41) 
11. Diketahui bahwa selisih bentuk 


(57 — 402 — 157 4 40V2 


merupakan bilangan bulat, tentukan bilangan bulat tersebut. 
12. (AIME, 1986) Hitunglah perkalian: 


(V5 4 V6 4 V7) (—V5 4 V6 4 VT)(V5 — V6 4 VT)IV5 4 V6 — V7) 


13. Buktikan bahwa 34 4 45” dapat ditulis sebagai perkalian dua bilangan, 
dimana kedua bilangan tersebut lebih besar dari 102015 


14. (HSMC-USC, 2014) Tentukan banyaknya solusi real yang memenuhi persamaan 


xt#1—41vx—3- Jx #6 —6Vx—3—1 


1 
ab? tc? —-ab—bc—ca 5 Ila—b) 4 (b— 0) 4 (ce — aji 


15. Tunjukkan bahwa 


16. (AIME, 1987) Hitunglah 


(101 4 324)(224 4 324) (341 4 324)(464 4 324) (58 4 324) 
(47 4 324) (167 4 324)(287 4 324)(40 4 324) (527 4 324) 


17. (SMT, 2007) Berapakah faktor prima terbesar dari 4? 4 91? 


b. Identitas yang melibatkan bentuk Kubik/Pangkat Tiga. 
» (aA4b)P — (a4#b)(a? #-2ab#b2) —a? #-b? 4 3ab(a # b) 
5» @a4b? — (a4#b) — 3abla #b) 
» @4b? — (a4b)(a? —ab4#b») 
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» a—h' — (a—bj(a? #ab4#b?) 


Contoh 1: 

Jumlah dua bilangan adalah 2 dan hasil kalinya adalah 5. Tentukan jumlah kubik dari 
kedua bilangan tersebut. 

Pembahasan: 

Misalkan kedua bilangan tersebut x & y 

KS Ly 5 (hy — 3xyr Fy) 52 5 35) (2) — —22 


Contoh 2: 

Tentukan semua bilangan prima yang berbentuk x? — 1, x e Z" 
Pembahasan: 

Perhatikan bahwa 

x8 —1 5 (x—1)(x?4x-4#1) 

dan untuk x e Zt makax? #x #1251 

Hal ini berakibat pada kasus ini haruslah x —1— 1, x — 2 


Jadi bilangan prima yang berbentuk x? —1 hanya 7. 


Contoh 3: 
Tunjukkan bahwa 
a@ 4#b? 4c? —3abc— (a4tb-#o)la? #b? 4-c? —ab— bc— ca) 

Pembahasan: 
Kita menggunakan identitas: 
x3 4-3 5 (x4y) — 3xy(x #y) dua kali. 
Perhatikan bahwa 
a tb? 4c? — 3abc — (a4#b) 4c? — 3abla # b) — 3abc 

— (atb-#o) - 3la#bjclatb-#c)-—3ab(atb-#o) 

—- (Atb-#o)|la#tb tc)? — 3ac — 3bc — 3ab| 

— (a4tb-4#o)la? 4h? #c? —ab—bc—ca) 
LATIHAN SOAL 1.b 
1. (UG-HSMT, 2003) Jikaa #b —1 dan a? 4 bh? — 4 maka nilai dari a' 4 b4. 
2.  Jikaa? —b? 524, a—b—2, tentukan (a 4 b)?. 
3. Tentukan semua bilangan prima yang berbentuk n? -1 dimanan EN 
4. Bilangan x,y memenuhi x? #7? — 126 & x? —xy #y? — 21. Tentukan nilai 

aa Dn la 
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5. Tentukan nilai dari af? ta” jikaa? #a” — 4. 
6. Buktikan bahwa untuk x # 1 berlaku: 

14x Lx 44x 5 (2x51 X7 LN GB 441) A8 4x 41702 4x41) 
7. (HSMC-USC, 2012) Jika sinx 4 cos x — 5: maka tentukan nilai sin? x 4 cos? x 


8.  (HSMC-USC, 2008) Misalkan x dan y bilangan real dengan x #y —-1 dan 
2472) 4 y3) — 12. Tentukan nilai dari x2 4 y2. 

9. (HSMC-USC, 2007) Jika x?2 #x #1 — 0 maka tentukan nilai dari (2 4 2). 

10. (HSMC-USC, 2004) Jikaa#b —2 dana? #b? — 5 maka tentukan nilai dari 
a? 4 b3. 

11. (HSMC-USC, 2001) Misalkan x & y bilangan real sedemikian sehingga 
(0? — y2)(x? — 2xy #y2) —3 dan x —y — 1. Tentukan nilai dari xy. 


12. (HSMC-USC, 2000) Bilangan V2 #5 - V2 — V5 sama dengan .... 


Cc. Identitas Aljabar Lanjutan 
Kita telah mempunyai bentuk dasar identitas aljabar: 
a2 —b2? — (a—bj)la4#b) 
Lebih lanjut, kita mempunyai: 
» a? —h? — (a— bJla? ab #b”) 
» a”—bt — (a—bjla? tab ab? 4 b)) 
» a? —b? — (a— bjla“-a?bHa?b? tab? #b") 


Bentuk umum dari identitas di atas adalah sebagai berikut 


Jikan bilangan bulat positif, maka 


a" — bh" 5 (a— bjla” 1 Ha" 2hp Ha"? Hb ab" 2 4p—) 


Bukti: 

Pertama kita akan membuktikan bahwa untuk x # 1 berlaku 
1 —x" 

14-x4x2 4-41 — 
1—x 


Misalkan S —14-x 4x2 4----4-x"T maka 
XS xx? beban 4x1 Jadi 
S—x8 5 (114x412 4491) — (x4x2 4-41 41) 5—1—x" 


n 


"(terbukti 
- (terbukti) 


SA—-x)—51-—x", S— T 
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Sekarang, kita subtitusikan x — 2 maka 


by” 

bb? na 1-(2) 
545) ta (5) - 

& Ng a 1-2? 

a 


Aa Aa aa 


(: —) 1 ana Pa - "(a 5) 
si a 3 a a: a"—1 al an 


ar — hb" — (a— b)la"T Hap Ha" 3? 4-4 hb") (Terbukti) 


Jika x,y bilangan bulat x # y dan n bilangan bulat positif 
maka x — y habis membagi x" — y". 


Contoh 1: 
Tanpa penghitungan dengan kalkulatir, kita mengetahui bahwa 781 — 1996 — 1215 habis 
membagi 1996? — 1215" 


Contoh 2: 

Diketahui bahwa 1002004008016032 mempunyai faktor prima p 5 250000, tentukan 
faktor prima tersebut. 

Pembahasan: 

Jika a — 102, b — 2 maka 


as — bs 
1002004008016032 — a? -a'h #a?h? -a?h? #abt 4 bh — Aa 
Ekspresi terakhir ekuivalen: 
af — bs 
aa aa (a 4 b)(a? ab 4- b2)(a? — ab 4- b?) 


— 1002.1002004.998004 
— 4.4.1002.250501.k 
dimana k « 250000. 
Jadi, p — 250501. 


Berikut beberapa identitas lanjutan: 


Jika f(x) —apta,x#---#-a,x" suatu sukubanyak dengan 
koefisien bilangan bulat dan jika a, b bilangan bulat maka 
b —1 habis membagi f(b) — fla). 
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Jikan bilangan bulat positif ganjil, maka 


a" -b" — (a4# bjla”3 — a”2p Ha" 3p2 —-.—ab"2 4p"1) 


Jika x,y bilangan bulat x # y dan n bilangan bulat positif ganjil 
maka x #y habis membagi x" 4 y". 


2.  Ketaksamaan 
a. Sifat Bilangan Kuadrat 
Dalam bagian ini, akan kita bahas tentang sifat dasar dalam matematika. Sifat 


dasar ini sangat berguna dalam penyelesaian soal-soal olimpiade atau sejenisnya. 


Untuk setiap bilangan real x, maka berlaku x? - 0 


Kesamaan ini hanya berlaku jika dan hanya jika x — 0 


Dari sifat di atas maka dapat ditulis yang lebih umum, yakni dalam bahasa 
matematika lebih dikenal dengan istilah Sum of Sguare (S.o.S) 


n 


220 


i-0 


Kesamaan ini berlaku jika dan hanya jika xj — 0 untuk semua i. 


Contoh 1: 
Buktikan bahwa x? 4 y? 2 2Xy. 


Pembahasan: 
Perhatikan bahwa untuk setiap x, y bilangan real berlaku: 


(x-yf 20 
X2 Ayo —2xy 20 


Xx y? 22xy terbukti. 


Contoh 2: 
Tunjukkan bahwa 2 2 2 untuk setiap bilangan real a-0, dan akan merupakan 
a 


kesamaan jika dan hanya jika a - 1. 
Pembahasan: 
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Untuk setiap bilangan real a berlaku 


a? —2aw1-(a-1)? »0 sehingga a? 412 Za. Karena a»0 maka arlz2. 


Selanjutnya, PENA —2a41-0 5 (a-—1P -05 a-1. (Terbukti) 
a 


Contoh 3: 


Jika a bilangan real, buktikan bahwa daa 43. 


Pembahasan: 

Andaikan benar bahwa 4a-—a” «3. 
Ya-a” «3 
a' —4a4320 


(A4 222 s1) lea? —4aw2)-0 
(52 AP x2la-—1P 20 
Karena untuk setiap a bilangan real, berlaku (2 Af 20 dan (a—1)? - 0, Maka 


(2 Af #2(a-1)? »0 adalah suatu yang benar atau eguivalen dengan 4a—a” « 3 
adalah benar. (terbukti) 


Contoh 4: 
Bilangan real x dan y sedemikian sehingga x -- - - - dan y - : — 3. Nilai dari xy adalah ... 


Pembahasan: 


Kalikan kedua persamaan pada soal, maka kita peroleh: 
4 
Da SD 05 (xyP — 4xy #4 — (xy — 272 


Jadi, jelas bahwa xy - 2. 


LATIHAN SOAL 2.a 

1. Dari sistem persamaan x2 #6y — 7, y”—4z—1, & z2 —10x — —46 maka nilai 
dari x #y#-z sama dengan .... 

2. Jika x? 4 y2 — 4x #6y #13 — 0, maka nilai dari x -y # 2015 — -:- 

3. Jika x,y bilangan real yang memenuhi persamaan x? — 6x # ,/y — 2x — —9 maka 
nilai dari 5x — y #2015 — --- 

4. Nilai minimal dari 2x? 4 4y? - 4xy — 2x —12y #2015 adalah ... 
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5. Bilangan real x,y memenuhi persamaan (403x — 2015)? #,/2x2 # 10y — 2015 — 0. 
Tentukan nilai dari x #- y — ::- 

6.  (SMT, 2009/Algebra Test) Tentukan kemungkinan nilai minimum dari 2x? 4 2xy # 
4y #5y2 —x untuk bilangan real x dan y. 

7. (SMT, 2014/General Test) Misalkan ABC suatu segitiga sehingga AB — 3, BC — 
4,& AC — 5. Misalkan X adalah titik dalam segitiga. Hitunglah kemungkinan nilai 
terkecil untuk AX? 4 BX? 4 CX?. 

8. Buktikan untuk sebarang bilangan real a, b, c maka berlaku a? #b? 4-c? - ab 
bc 4# ca 

9. Bilangan real a, b, c yang memenuhi persamaan ab # bc 4# ca — 2015. Tentukan 
nilai terkecil dari a? # b? 4 c2. 

10. Bilangan real berbeda a, b, c yang memenuhi (b —a)? — 4(b —c)(c — a). Tentukan 
nilai dari — #2015. 

11. (HSMC-USC, 2014) Jika a dan b bilangan positif dan (x, y) adalah titik pada kurva 


ax? # by? — ab, berapa kemungkinan nilai terbesar untuk xy? 


b.  Ketaksamaan Rataan Kuadrat (OM), Rataan Aritmatika (AM), Rataan Geometri 
(GM), dan Rataan Harmonik (HM) 
Konsep tentang rataan kuadratik, aritmatika, geometri, dan harmonik ini sering digunakan 
dalam menyelesaikan soal-soal problem solving pada event olimpiade khususnya topik 
ketaksamaan. Untuk lebih jelasnya perhatikan penjelasan berikut: Untuk bilangan real 

3 : la? tb? atwb 2 
positif a dan b, maka bentuk berikut 5 DT Jab, dan 74 berturut-turut 
ab 


disebut oleh rataan kuadrat (OM), rataan aritmatika (AM), rataan geometri (GM), dan 


rataan harmonik (HM). Secara umum, konsep tentang rataan ini, perhatikan teorema 
berikut: 


Misalkan a4,a5,....,a» bilangan real positif. Maka GM - AM - GM 2 HM, yakni 


D2 2 
Ah tas #...-a Akta, &...-a n 
| 12 na n 2 Naja,...an 2 AN T- 


n n 


4 ap Ah 


Kesamaan ini berlaku jika dan hanya jika ay -a» -...-a, 
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Contoh 1: 

a) Buktikan ketaksamaan AM-GM untuk 2 variabel (a dan b) 

b) Buktikan ketaksamaan AM-GM untuk 3 variabel (a, b, dan c) 
Pembahasan: 

a) Kita akan tunjukkan bahwa 2 2 Vab 


Perhatikan bahwa: 


atb 
2 


— ab - 5 (atb- 2GB) -5 Va-—VD) 20 


Jadi terbukti bahwa 


b) Kita akan tunjukkan bahwa 2 2 Yabc 


Perhatikan bahwa Kita mempunyai identitas cantik, silahkan dibuktikan 


K4 428 — 3xyz 5 (x4y 42762 42 422 — xy — yz — zx)" 


Untuk x,y,z 2 0 kita mempunyai 
Xx ry”12z20 
dan x2 4 y2 #z? —xy —yz —zx 5 Ie)? 4 (y-2)242-x)120 
Sehingga kita peroleh: 
X4” 427002 4-y2 422 —xy —yz—zx) 20 
Hal ini ekuivalen dengan 
X3 -y' 42? —3xyz 206 x'4y' 47? 2 3xyz 
Sekarang misalkan x — av8, y — bW3, z —cW? maka 


atbA4c 
atb4#c23Vabc & —3— 2 Vabc 


Contoh 2: 

Buktikan bahwa untuk sebarang bilangan real positif x dan y berlaku 
x"-y" 48 2» Bab 

Pembahasan: 


Dengan menggunakan AM-GM kita mempunyai 


KEY BSK Ly H 4442 4Yx1y1 445 4.2 xy 5 Bxy (Terbukti) 


Contoh 3: 
Buktikan bahwa untuk sebarang dua bilangan real positif a dan b berlaku 
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atnb 
n—1 


5 n-1 /abn 


Pembahasan: 
Dengan menggunakan AM-GM pada bilangan a, b, b, ..., b 


n bilangan b 


atb-4-b-4---4#-b 
—kai 5» nila b.b....b 
n-4#-1 Ta —— 
n kali 
at-nb 


5 "Yab" (Terbukti) 
n-1 
Contoh 4: 


Misalkan a dan b bilangan real sehingga a» b» 0. Tentukan kemungkinan nilai terkecil 


dari at ——— 
ari a-4 seb 


Pembahasan: 
Dengan menggunakan ketaksamaan AM-GM, kita peroleh 


ii Pa b)' Sl Ta D) 23 3e- b)b Ta 9” 3. Kesamaan ini 


berlaku jika a- b- b— "yakni a-2 & b-1. 


En 
bla- b) 


Jadi, nilai minimum yang mungkin untuk a-- adalah 3. 


4 
bla—b) 


Contoh 5: 


(SMT, Algebra/2007) Tentukan nilai minimum dari xy - x - y - 2 4 & 4 z untuk 
Xy Xx y 


X.y50 
Pembahasan: 
Dengan menggunkan AM-GM, maka kita peroleh 


1 1 1 
XY X4 YA — 4 — 4 
3 


3 2g 


KS 
6 xy X y 


T.A, 
XY EX YA —4—4—26 
Xy 


XS 


Jadi, nilai minimal Xy - X4 y - TN ae adalah 6 dan tercapai saat x-y-1. 
xy Xx y 
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Contoh 6: 

Buktikan bahwa untuk setiap bilangan real positif a, b, c, maka 
rosa Tete Jao 

Pembahasan: 

Dengan menggunkan ketaksamaan AM-HM, maka kita peroleh 


1 


“en masbro) InI 
a b 


— 1 2 9. (Terbukti) 
3 Cc 


AAA 
a b c 

Contoh 7: 

Diketahui empat bilangan positif a, b, c,d. Buktikan bahwa 


aa Ih 3e Ak Ada 
(—T—) area" 


Pembahasan: 


Dengan menggunakan AM-GM pada bilangan a, b,b,c,c,c,d,d, d, d 


b-#-b d-d#-d-#d 
atD- Le -ata-tr » Yap ada 


14 2b43c44d" 
EA 2 ab'c?d" (Terbukti) 


LATIHAN SOAL 2.b 


1. Bilangan real positif a dan b. Tentukan nilai terkecil 2 4 Ha # ab 


2. Tentukan nilai minimal dari - 42 4 5 dan kapan nilai terkecil itu terjadi? 


3. Jika x,y,z bilangan-bilangan real positip yang memenuhi x -y #-z — 6, 
maka tentukan nilai terbesar dari 
ea Ky 2 
b. xyz 

4. a. Jika x,y,z bilangan-bilangan real positip yang memenuhi 


x? #xy #y? 52015, maka tentukan nilai terbesar dari 3x y 


b. Jika x,y bilangan-bilangan real positip yang memenuhi xy — 8, maka 
tentukan nilai terkecil dari 28x #14 y. 
5. Volume prisma persegi panjang adalah 27 satuan volume, maka tentukan luas 
permukaan terkecil dari prisma tersebut 
6. (OSK, 2014) Untuk 0 « x « mt, nilai minimum dari 


16sin'x H9 
sin x — 
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7. (OSP 2009) Tentukan nilai minimal dari 
9x? sin' x #4 
x sin X 


untuk 0 Xx « Tt 
8. (OSK, 2014) Diberikan fungsi kuadrat f(x) — ax? # bx # c yang didefinisikan 
pada himpunan bilangan real dengan b - 0. Jika f(x) tidak pernah negatif, 


atc 


maka nilai terkecil yang mungkin untuk Ta adalah .... 


9. Tentukan nilai maksimum dari x(1 — x?) untuk 0 Xx «1. 
10. (HSMC-USC, 2012) Jika x dan y bilangan real positif yang tidak sama 
dengan1, Berapakah nilai terkecil non-negatif dari log, (y) # log, (x) ? 
11. (HSMC-USC, 2008) Di antara beberapa ketaksamaan berikut, manakah yang 
benar untuk semua bilangan real positif a dan b. 
i. -424b? 52a4b 
ii. @2 #-b? 2» 2ab 
iii. Aa? #b? 5 ab 


IV. @'4b? 5 ab 


12. (CMC, 2003) Andaikan x,y € (—2,2) dan xy — —1. Maka nilai minimum dari 


9 
4 


4—x2  9—x2 


adalah .... 


u— 


13. (CMC, 2005) Misalkan k bilangan real sedemikian sehingga ketaksamaan 
Vx —34#-V6 —x 2 k mempunyai solusi. Nilai maksimum untuk k adalah ... 


C.  Ketaksamaan Cauchy-Schwarz 
Berikut ini bentuk dari ketaksamaan Cauchy-Schwarz adalah 


Untuk sebarang bilangan real x4, x2, ....X» & Yi, V2,» Yn Maka berlaku 
Oei bag ber abam) OT At y2 beby) 2 Gaya At x2y2 tb ana) 
atau 
n n 2 
| «| »x) 2 » xx) 
Kesamaan terjadi saat 2 — 2 -— ...— 2 
Yi V2 Yn 
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Seorang matematikawan terkenal, yakni Mr. Titu Andreescu memodifikasi bentuk 


a 


ketaksamaan Cauchy-Schwarz dengan cara substitusi bentuk x, — Tr & yj — Vbi 


Ta 
dan ketaksamaan ini dikenal dengan Cauchy-Schwarz Engel (CS-Engel). Untuk 


bilangan real a, dan bilangan real positif b) berlaku 


n 


Ag Pa (by # bo kb) 2 ( : 
... 1 2 ... n) 2 aa t#at--a,) 


bb, bn 
atau 
TE 1122 aa (ata, #----4#-a,) 
—A—-4- 14 — 5 —"——— 
b, b» br b, - b» - sia - br 


Kadang-kadang bentuk ketaksamaan Cauchy-Schwarz juga ditulis dalam bentuk: 


Untuk sebarang bilangan real positif x4, x2, .... Xx» & Yi, V2, -- Yn Maka 
berlaku 
n n n 2 
» «| » n) 2 » nj 
i—1 i—1 i—1 
Contoh 1: 


Kita mulai pada contoh ini, dengan membuktikan ketaksamaan Cauchy-Schwarz untuk 
n — 2, yakni (xi tx3) Wi #y3) 2 (nyi # x2y2)? 
Pembahasan: 
Perhatikan bahwa 
C2 tx) O? #73) — Gaya H x0y2)” 5 x1y? tx1y2 bx3yI H xx? — X1YI — 2X1 XoY1Y2 — X2Y2 
- ay t ay — 2X1X2Y,Y), 


5 (X1Y2 — x2y1)” 2 0 


2 2 
Jadi, (2 4x2) (72 42) — (nyi #x0y2)? 2 0, (ad 4x3) (y2 42) 2 (ay, #xoy)) 


Contoh 2: 


Buktikan ketaksamaan Cauchy-Schwarz 


Pembahasan: 
Perhatikan bahwa 
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t—1 


5) xp? - 2 xyi — Dn 
Lj 


izj 


ng xyP — —2 IX XiXYIYJ 5 y wi - xy) 20 


i#j i#j i#zj 


Jadi, 


LATIHAN SOAL 2.c 
1. Misalkan x,y,z 50 danx #-y-#z— 1. Tentukan nilai terkecil dari 


Z La aa 
xX4-y ytz ztx 


2. (USAMO,1978) Diketahui a,b,c,d,e bilangan real sedemikian sehingga 


( atb4-c#-d4#-e—8 
A2 4-bh? #2442 —e2—16 
Tentukan nilai maksimum nilai dari e. 


3. Misalkan x & y bilangan real positif, Buktikan bahwa 8(x? #-y#) » (x 4 y). 
4. (CMC, 2003) Andaikan 5 « x « 5. Buktikan bahwa 2x #1 4 V2x—3 4 


V15 — 3x « 2V19 
5. Tunjukkan untuk setiap bilangan real positif a, b, c, d berlaku 
4 9 16 
atbteta)(- Sura 4) 2 200. 
6. Misalkan x,y,z 5 0 Buktikan bahwa 
8 8 8 36 
4 4 2 —— 
Xt&y ytz1 Zz4x Xtyt#tz 


7. Jika a,b,c adalah bilangan real positif . Buktikan ketaksamaan 


a b ah Cc 3 
na ea at2b 


8.  (Ketaksamaan Nesbitt's) Jika a, b, c adalah bilangan real positif. Buktikan 


berlaku 
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a P3 b Pi Cc 5 3 
btc cta a4tb 2 
9. (APMO, 1991). Misalkan a,, a5, ..., An, by, b», ..., by, adalah bilangan-bilangan 


real positif sehingga a, #a» #-- #a, 5 b, #b», #---#b,. Tunjukkan bahwa 


Ui : - ea sa ataptetan 


2 
na (en aa 2 
10. Jika a,b,c 5 0 Buktikan bahwa 
@4hb40? a4wb#c 


A2 -hb2 402 3 


11. Misalkan a,b,c 2 1 merupakan bilangan real positif yang memenuhi 


1 1 T 3 
a b c 
Buktikan bahwa 
Vatbtc2Va-—-14#vVb-14vVc—1 


3. Nilai Mutlak 
a. Definisi dan Sifat-Sifat Nilai Mutlak 

Definisi Nilai Mutlak 
Untuk sebarang bilangan real a, kita definisikan nilai mutlak dari a, yang 
disimbolkan dengan Jal : 

ai a20 

—4 ax0 

Secara geometri, sebarang bilangan real a dinotasikan oleh titik pada garis 
bilangan, dan nilai mutlak a adalah jarak titik yang menyatakan a dari titik origin 


pada garis bilangan (the number axis). 


— ME 


a Oo b  Nuruber Axis 


Secara umum, ekspresi la- b menotasikan jarak antara titik-titik pada garis 


bilangan yang menyatakan bilangan a dan b. 
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Sifat-Sifat Nilai Mutlak 
Berikut ini sifat-sifat tentang nilai mutlak: 


a. xl 50 

b. lal — |-—al 

c. —alsas lal 

d. lal — Ibl jika dan hanya jikaa — b atau a— —b 
e. Ja") — Ja|" untuk sebarang bilangan bulat positif n 
f. labil — lallbi 

g. - — ai b #0 

h. latbl s lal  Ibl 

il. V2? — Ixl 

Contoh 1: 


(OSP 2003) Tentukan himpunan penyelesaian dari persamaan |x 4-2) -(8x| -14. 


Pembahasan: 


X4-2, X2 —D 
—(X42), Xx —2 


3x, xX20 


Perhatikan bahwa |x 2) | 3 0 
— 3x, X« 


dan 18x | 


o Untuk xx —2, maka persamaan menjadi -x-2—-3x-14 sehingga x- 4 
(memenuhi) 

o Untuk —-2£ xx« 0, maka persamaan menjadi xt2-3x-—14 sehingga x- —6 
(tidak memenuhi) 

o Untuk x20, maka persamaan menjadi x4t2-3x—14 sehingga x-3 
(memenuhi) 


Jadi, Himpunan penyelesaian dari persamaan ini adalah (- 4, 3!. 


Contoh 2: 
Apakah ada bilangan real x sedemikian hingga pd adalah bilangan positif? 
Pembahasan: 
Jelas bahwa x # 0. 
o Untuk x20 kb heat .0 -0 
Xx xXx Xx 
PA Tana la NP 


X X X 
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XIX 
Jadi, tidak ada bilangan real x sedemikian hingga kW adalah bilangan positif. 
Xx 


Contoh 3: 


a—-b o b-a 
ea 


Tentukan kondisi agar kesamaan ini berlaku: 


Pembahasan: 


Perhatikan bahwa: az0 dan 


2. 2 dadi 2g. 
a a a 


Karena 20 Gen age si 
a a a 


Jadi, kondisi a dan b agar persamaan pada soal berlaku adalah 2, 1. 


LATIHAN SOAL 3.a 
1. Jikax« : maka bentuk sederhana dari Vv25x2 — 30x #9 — - 


2. Jika Ix #2y| 4 (y4#z— 2015)? — —vVz — 2014, maka tentukan nilai x yang 
mungkin. 
3. (OSP, 2013/ OSP 2006/AHSME 1988) Jika Ix| #x #y —10 dan x # Iy| — 
y 512, makanilai dari x #y adalah .... 
4. Jikax,y,z bilangan real tidak nol, tentukan kemungkinan nilai terbesar dari 
bentuk 
Z 
Ara 
5. Jikax, y, z adalah real yang memenuhi 


1 
(2015x # 4030)? # ly - ) KesiSo 


Tentukan nilai dari z2015 4 xy 

6. Diketahui bahwa1 « x « 3, sederhanakan bentuk (x — 2| 4 21x| 

7.  Sederhanakan bentuk (lx #21 —7| — (7 — Ix — SI| untuk interval —2 « x « 5 

8.  (AHSME, 1990) Tentukan banyaknya solusi real dari persamaan 

lx — 21 #Ix — 3| — 2015 

9. Diketahui Ix # 2015| #-|x — 2014| — |2x — 4030| — m. Tentukan 
kemungkinan terbesar untuk m 

10. Jika dua bilangan real x dan y yang memenuhi |Ix #-y| — x — y. Tentukan 
nilai dari xy. 

11. Diketahui a,b,c bilangan bulat Ja — b|29 - 1— (ce — a|2915, Tentukan nilai 
dari Ic — al #la —bl| # Ib — cl. 
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12. Diketahui x — 2015. Tentukan nilai dari 
(2x8 — 3x? —2x 4 1| — (2x? — 3x? — 3x — 2015| 
13. a,b merupakan dua konstanta dengan Jal » 0. Jika persamaan 
Ie — al — b| — 3 mempunyai tiga solusi berbeda untuk x, tentukan nilai dari 
b. 
14. Diketahui n bilangan real x,, x2, ....xy, memenuhi Jx:| X1 (“—1,2,...,n) dan 
lal # Io #3 A4 ata 5 2015 4 Tx, #xo #4 xp) 
Tentukan nilai minimum dari n. 


15. Diketahui bilangan real a, b,c tidak nol dana #b #c — 0. Tentukan nilai dari 


x2015 — 2015x #2015 dimana x 5-84? el 


b4c a#tc atb 


16. (AHSME, 1977) Untuk a, b, c bilangan real tak nol, tentukan semua 
kemungkinan nilai dari 


a 2 b Pe Cc P3 abc 
lal bl cl labci 


b. Persamaan Nilai Mutlak 
Untuk menyelesaikan persamaan linear yang melibatkan nilai mutlak, kita harus 


mengubah tanda nilai mutlak dalam persamaan. 


Dalam kasus yang paling sederhana, 


P(x)| - A(x), dimana P(x), A(x) dua 
ekspresi dengan @A(x) - 0, dengan sifat-sifat nilai mutlak, kita dapat mengubah 


tanda nilai mutlak dengan menggunakan bentuk eguaivalennya: 


P(x) -@x) atau P(x) —-—A(x) atau P2 (x) -@2 (Xx) 


Contoh 1: 

Selesaikan persamaan (x-1-—3. 

Pembahasan: 

Alternatif 1, 

Berdasarkan pengertian nilai mutlak didapat: 
Jika x2z1, maka x-1-3, sehingga x —4 (memenuhi persamaan) 
Jika xc1, maka 1-x—-3, sehingga x--2 (memenuhi persamaan). 

Jadi, nilai x yang memenuhi: x——2 atau x —4. 


Alternatif 2, 
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Karena x-1 bernilai tak negatif maka selesaiannya dapat dilakukan dengan 
mengkuadratkan kedua ruas. 

(x-1)2 -9 

5x0-2x-8-0 

SD X——2, X4 


Jadi, nilai x yang memenuhi: x—-—2 atau x—4. 


Contoh 2: 


Selesaikan persamaan (x—3x 41) -4. 


Pembahasan: 
Berdasarkan definisi, maka kita peroleh: 


x-8x411-4 atau x-|3x411-—4. 
Dari x-|3x411-4, kita punya 
0sx-4- 3x41 5-—x44-3x41 atau x-4-—3x-41. 
Jadi, x — 7 atau xX— 2 , ini kontradiksi dengan x - 4 sehingga dua solusi 
tersebut tidak ada yang memenuhi. 
Dari x-|8x 41 -—4, kita punya 
0xx44-3x41 5-—x—-4-—3x41 atau x44-3x-1. 


Jadi, x — 2 atau x -5 . Dua solusi tersebut memenuhi persamaan pada soal 


karena nilai x tersebut terletak pada selang (x--4 »0 & x 2-4). 

Jadi, selesaian dari persamaan tersebut pada soal adalah x, - 3 Ka :. 
Contoh 3: 

Jika | 4m--5 -b — 6 adalah persamaan dalam m, dan persamaan tersebut 


memiliki 3 solusi berbeda, tentukan nilai bilangan rasional b. 
Pembahasan: 


Dari persamaan yang diketahui kita memiliki (i) (4m--5|-b- 6 atau (ii) 


4m-5|-b--6. 
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Jika (i) memiliki tepat satu solusi, maka b--6 —0 (b - -6) yang mengakibatkan (ii) 


menjadi |(4m-4-5| - 12 (tidak memiliki solusi untuk m), jadi b # —6.. 


Jika (i) memiliki tepat dua solusi dan (ii) memiliki tepat satu solusi, jadi b-6 —0 (b 
-6). Jika b- 6, maka (i) menjadi (4m--5| -12, 
4m45—12 atau 4m4-5-—2 


m- Latau me dan dari (ii) na, 
4 4 4 


Jadi, nilai b - 6. 


Contoh 4: 
Jika |xt14(y 42)? —0 dan ax-3ay -1, tentukan nilai dari a. 
Pembahasan: 

Karena |xwi|20 dan (y-42)2 » 0 untuk semua nilai x dan y, jadi 


X4#1-50 &y4#-2—0 yaitu, x——1, y-—2. Substitusikan nilai tadi ke persamaan 


ax—3ay —1, maka kita peroleh a— £ 


LATIHAN SOAL 3.b 
1. Selesaikan persamaan (fe — 2016| — 2015| — 2017 


2. Selesaikan persamaan 
le —1| # 2hx| — 3x #1| — Ix #2 —x 
3. Berapa banyak pasangan bilangan bulat (x,y) yang memenuhi persamaan 
lay # le —y1 51? 
4. Jika Ix #1| — Ix — 3| — a adalah persamaan dalam variabel x dan 
persamaan ini mempunyai takhingga solusi, maka tentukan nilai dari a. 
5. Selesaikan persamaan (5x —4| 2x —3 
6. a@ adalah bilangan bulat yang memenuhi persamaan 
I2a #5| #I2a—1| — 2015 
Maka banyaknya solusi untuk a adalah ... 
7. (AHSME, 1984) Banyaknya bilangan bulat x berbeda yang memenuhi 
persamaan 


je — 12x 4111 53 
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adalah .... 

8. Jika persamaan |lx — 2| — 1| - a mempunyai tepat tiga solusi bulat untuk 
variabel x, maka tentukan nilai a yang mungkin. 

9. (OSP, 2006) Diberikan fungsi f(x) —||x-2|-a|—3. Jika grafik f memotong sumbu- 
Xx tepat di tiga titik, maka nilai a sama dengan .... 

10. Jika persamaan 


a 
hanya mempunyai solusi negatif untuk x, tentukan range untuk nilai a. 
11. Selesaikan sistem 


Pama —1 
bel Iyl — 2 


12. Selesaikan sistem persamaan 


nan 
2x t#y —6 


C.  Ketaksamaan Nilai Mutlak 
Teknik yang paling penting untuk menyelesaikan ketaksamaan nilai mutlak adalah 
sama saja dengan menyelesaikan persamaan nilai mutlak yaitu cukup mengubah 
tanda nilai mutlak, sedemikian hingga ketaksamaan tersebut menjadi 


ketaksamaan normal untuk diselesaikan. 


Metode Dasar untuk Mengubah Tanda Nilai Mutlak 

(W) lal s b ekuivalen dengan —b Sa b. 
Jikab « 0, maka —b Sa sb tidak mempunyai solusi untuk a. 

(ii) lal 2 (bl ekuivalen dengan ab. 

(iii) al b ekuivalen dengan a X —b atau a 2 b 

(Iv) Untuk mensederhanakan ketaksamaan yang diketahui dan mengubah tanda 
nilai mutlak, harus menggunakan metode substitusi variabel seperti y — |x. 

(V) Jika dua atau lebih pasang tanda mutlak ada pada ”layer” yang sama dari 
ketaksamaan yang diketahui, metode umum untuk mengubah tanda nilai 
mutlak adalah mempartisi range dari variabel kedalam beberapa interval. 


Untuk ini, kita cukup memisalkan pembuat nol masing ekspresi, dan 
mengambil akar-akar ini menjadi titik-titik partisinya. Sebagai contoh: 
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Ix-2|4Ix-4 «3, 
maka garis bilangan dipartisi menjadi 3 interval yaitu: (—o0, 2), (2, 41, & (4, oo), 


dimana 2 dan 4 diperoleh dengan cara menjadi pembuat nol berturut-turut 


untuk x—2 dan x—4. 


Contoh 1: 


Selesaikan ketaksamaan dari »? -2x48) «4. 


Pembahasan: 


2? -2x15| «4 SD 4x2 —6x45-4 


5»0xx? 6x49 dan x? -6x41-0 
Dari 0 xx? —6x49— (x—3)? »0—xz3, dan 


Dari x2 —6x4t110—3-2/2 cxc 34212. 
Jadi, himpunan selesaiannya adalah 8-22 G3 312/2|- (31 


Contoh 2: 


X-41 


—-JI. 


Tentukan himpunan selesaian dari ketaksamaan 


Pembahasan: 


Jelas bahwa x #1 dan |x-1|» 0, sehingga kita peroleh: 


aa 


1 Sxe1sl-i 
X-A 


SD (KAN (X1)? 
DX K2X HALL K2 2K HN S4XSO S—XxXO. 


Jadi, himpunan selesaiannya adalah (x « 0). 


Contoh 3: 


2 


Tentukan himpunan selesaian dari ketaksamaan x — x » 2. 


Pembahasan: 


2 2 


Karena @-xs2ax —Xc—d atau xXx” —X252. 
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Dari x? -—xc 2 5x? —x42 0. Ketaksamaan ini tidak memiliki solusi real 
(mengapa?) 
Dari x? —x52 5x2 —X—2505&(x-—2)(xX41)50 S xe lataux»2. 


Jadi, himpunan selesaiannya adalah (—c0 —1) U (2, co). 


Contoh 4: 

Selesaikan ketaksamaan dari x? -2x —5 (x-1-720. 
Pembahasan: 

X2 2x 5x47 — (x? —2x41)—5|x-—11 46 — (x-—1)? —5|x-1|46, 


Misal y -(x-1 


, ketaksamaan yang diketahui menjadi: 


y? —5y46x0 


(y-2)(y-3)x0 
2 Deya bus 


Susbtitusikan y —-(x—1| ke ("), kita peroleh bentuk: 
2s|x-1s3. 


Dari 2slx-1 


,maka x-—-1x-—2ataux—122, jadi solusinya adalah 
XS-latau x23 ....... (”) 
Dari (x-1x3, maka -3X x-1X3, jadi solusinya adalah —2« x « 4......(””) 


Dari ("“) dan (“”) kita iriskan, maka solusi dari ketaksamaan pada soal adalah 


—2xxS | atau 3XX S4 


LATIHAN SOAL 3.c 
1. Selesaikan ketaksamaan |3x? — 2| « 1— 4x 
2. Selesaikan ketaksamaan 
3x2 — 8lxl —3 
X2 -2x43 — 

Selesaikan ketaksamaan 2lIx| — Ix —2| 5 0 
4. Selesaikan ketaksamaan (2x —1| — Ix #1| » 2 
5. (AHSME, 1964) Jika x bilangan real dan Ix — 4| -Ix — 3| x a dimana a 

bilangan positif, tentukan nilai a yang memenuhi ketaksamaan tersebut 


6. Tentukan nilai x yang memenuhi (x?2 - x -1| &1 
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7. Tentukan himpunan selesaian dari ketaksamaan 


Selesaikan ketaksamaan |x? — 4x — 5| 5» x? — 4x —4 


Selesaikan ketaksamaan berikut: 


ac ful 
lal 
1— 

b. R59 
3lac|-6 


10. Selesaikan ketaksamaan: 


laci 


S2 1 0 
SE 11 GE0) 


11. (HSMC-USC, 2006) Berapa banyak bilangan real x yang memenuhi 
ketaksamaan 
|x1 — 4x2 — 6| 5 Jxt — 4x? 4 14| 
4.  Polinomial 
Definisi Polinomial 
Misalkan » menyatakan sistem bilangan real atau sistem bilangan rasional dan n merupakan 
bilangan bulat non-negatif. 


Bentuk f0) -apx" tap yx "TA... bapxtap 
dengan Ap, A4, ap £p dan ar #0 disebut polinomial atas p berderajat n. Kemudian dua 


buah polinomial berderajat tidak nol dikatakan identik atau sama jika derajatnya sama dan 
koefisien dengan x berpangkat sama juga sama. Jadi, dua polinomial f(x) dan g(x) dengan 


4 MA 


Hx) —apx tap ix" 4... bagX bag dan Gx) - bmx bmx 4... tbyx bp 
dikatakan identik (Fx) — g(x)) untuk setiap x jika n- m dan 


An 2 Da Ap HN Oa A4 — by,& A9 — bg. 


Nilai suatu Polinomial 
Contoh 1: 


Hitunglah #(5) jika #0) 2x8 14x? —3x42. 
Pembahasan: 


f0) 52x 14x? —3x42 5 (5) 2.58 14.52 -3.542-337 


Contoh 2: 
Jika p(x) merupakan sukubanyak derajat tiga dengan p(1) — 1,p(2) — 2,p(3) 53, p(4) — 
5. Tentukan p(6). 
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Pembahasan: 

Misalkan g(x) — p(x) —x. 

Perhatikan bahwa g(x) adalah sukubanyak yang berderajat 3 dan 
91) — 912) — 963) - 0. 

Sehingga g(x) — c(x —1)(x — 2)(x — 3), untuk suatu konstanta c. 


94) 5 c(4—1)(4 — 2714 — 3) — 6c. 
dan 94) —p(4) —4-1. 
Sehingga, c — 1/6. 


Akhirnya: 


6-26-26-3) 


16. 
6 


p(6) 5 96) #6 — 
Contoh 3: 
(HSMC-USC 2001) Diketahui identitas sukubanyak 

x #1 — (x241) 6? -ax4#1)(x? #bx 41) 
Berapa nilai dari ab? 
Pembahasan: 
Jika perkalian (x? 4-1) (x? #ax #1)(x? #-bx #1) dijabarkan maka koefisien dari x?2 
adalah ab - 3. 
Sehingga ab — —3. 


LATIHAN SOAL 4.(1) 
1. (HSMC-USC, 1998) Andaikan untuk suatu bilangan a, b, & k kita mempunyai 


faktorisasi 
Kh 2x bkx? —x 2 5 bax #1) t-bx A2) 
Berapakah nilai k yang memenuhi? 
2.  (HSMC-USC, 2000) Tentukan nilai k dalam identitas sukubanyak berikut 
(8 —x? — 5x — 27x 4x? 4 kx? —5x 4 2) —x' — 4x? — 14x! — 5x? 19x? — 4 
3. Misalkan f(x) —ax' #bx? #cx — 2015, dimana a, b, dan c konstanta. Jika f(—7) — 5, 
maka f(7) —-- 
4. (HSMC-USG, 1998) Misalkan P(x) adalah sebuah sukubanyak derajat empat 
sehingga P(2) — P(—2) — P(—3) — —1 dan P(1) — P(—1) — 1. Tentukan nilai dari 
P(0O). 
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5. (SMT, 2012) Sukubanyak guartic (berderajat 4) Pc) memenuhi P(1) — 0 dan 
mencapai maksimum saat x — 2 & x — 3, adapun nilai maksimumnya adalah 3. 
Hitunglah P(5) 

6.  (HSMC-USC, 2008) Diketahui bahwa sukubanyak P(x? 4-1) -x' #5x? 43, 
berapakah P(x? — 1)? 

7. (HSMC-USC, 2005) Misalkan f(x) — x# tax? #bx? #cx #d dimana a,b,c,& d 
bilangan real. Andaikan grafik dari y — f(x) memotong grafik dari y — 2x —1 di 
x 5—1,2,& 3. Berapakah nilai dari f (0) #- f (4)? 

8.  Sukubanyak derajat dua, P(x) mempunyai sifat-sifat berikut: (i) Pc) 5 0 untuk 
semua bilangan real x, (ii) P(2016) — 0, (iii) P(2017) — 2. Tentukan nilai dari 
P(2015). 

9. Diketahui fx) — « —1)7&? 4-1), g(x) — (x? —1)(x? —x #1) dan h(x) adalah 
sukubanyak sehingga f(x) — g(x).h(xc). Tentukan nilai dari h(1). 

10. Diketahui bahwa 0x) —14#-x 4x? 4x? 4---x35. Jika 9(x) dapat dinyatakan 
sebagai (x“ 4-1)? #-1)(x” 4#1)«x? 4-1), dimanaa »b »c » ddana,b,c,d € 
Z". Tentukan nilai dari a? 4- bh? 4 c$ 4 42015, 

11. Tentukan jumlah dari semua koefisien dari sukubanyak setelah dijabarkan dan 
dikelompokkan dalam suku yang sama pada perkalian berikut 


(2 1 2x0 4 ab kki : “d Bea x? 1. Na 


12. Diketahui 
htx) & —p—— 
x 4 Apo1axX er Kk Tap 
Jika 
hd) — ND — in) 2 ...h(2015) — TN 
2 3 4 2016 


Maka nilai dari h(2016). 


Teorema Sisa dan Faktor 
Sebelum kita membahas tentang teorema sisa, kita bahas dahulu Algoritma 


Pembagian sukubanyak: 


Jika sukubanyak P(x) dibagi oleh H(x) maka ada sukubanyak 0x), r(x) 
sehingga 


P(x) 5 H2)060) Hrtx) 
dan 0 & degr(x) « deg H(x) 
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Contoh 1: 
Jika x? # x# 4 1 dibagi oleh x? 4 1, maka tuliskan dalam bentuk P(x) —- H(x)0x) # rx) 
Pembahasan: 
Perhatikan bahwa 
XO bxt 1 5 (Xx 4x2 —x—1/G241)4# (Xx 42) 


Dimana, 

Hasil bagi HO) 5x3 4x? —x—1 
Sisa pembagian 17x) 5x42 

Contoh 2: 


Tentukan sisa ketika (x # 3)? 4 (x 4 2)? 4 (5x #9)!” dibagi oleh x # 2 

Pembahasan: 

Karena pembaginya berderajat 1, maka sisa pembagiannya adalah sukubanyak 

berderajat O, yakni suatu konstanta. Sehingga 

KAP 4 KA DSA (5x HPM —9O A42) AH 
Misalkan x — —2, maka kita memperoleh: 
(52 4 3) 4 (—2 4 2)? 4 (5(—2) 4 972011 — 9(—2) (—24#2)4#-r—r 

r—2 


Jadi, sisanya adalah 2. 


Contoh 3: 
Suatu sukubanyak memiliki sisa — 2 ketika dibagi oleh (x — 1) dan berisa — 4 ketika dibagi oleh 
(x # 2). Tentukan sisa ketika sukubanyak tersebut dibagi oleh x? #- x — 2. 
Pembahasan: 
Dari informasi yang diketahui dalam soal, ada sukubanyak g, (x), g»(x) dengan 

P(x) 5g, (x)& —1) —2 

P(x) 5 92 (2)(x 42) —4 
Sehingga, 

P1) 5 —2 & P(—2) — —4 
Perhatikan bahwa: 
x? #x—2— (x— 1)(x #2) adalah sukubanyak berderajat 2, maka 
Sisa pembagian P(x) oleh x? #- x — 2 adalah sukubanyak berderajat maksimal 1, yakni 
rx) —ax#tb 
Berdasarkan algoritma pembagian: 
Po) 5g) (x? 4x —1) # (ax #b) 

Oleh sebab itu, kita memperoleh 
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—2—5PM)—-a-#b 
—4— P(—2)— —2a-4#b 
8 


Dengan menyelesaikan dua persamaan terakhir, kita peroleh a — 8 & hb —5 


Jadi, sisa yang diminta adalah -x — & 


Teorema Sisa 


Jika sukubanyak f(x) dibagi oleh (x —a) maka sisanya adalah f (a) 


Contoh 4: 
Tentukan sisa pembagian ketika P(x) — 2x? 4 3x? —x #1 dibagi oleh: 
(@) x—3 
(ii) 2x #1 
Pembahasan: 
(1) Berdasarkan teorema sisa, maka 
Sisa pembagiannya sama dengan P(3) — 2.3? 4- 3.32 —3 -1-—79 
(ii) Berdasarkan teorema sisa, maka 


Sisa pembagiannya sama dengan 


PA A3 (4152 


Teorema Faktor 


Sukubanyak f(x) habis dibagi oleh (x — 1) jika dan hanya jika a merupakan 
akar dari f(x) atau dengan kata lain f(x) mempunyai faktor (x —a) jika dan 
hanya jika f(a)- 0. 


Contoh 5: 

Tunjukkan bahwa (3x — 2) adalah faktor dari P(x) — 12x? 4 40x? 4# 13x — 30 

Pembahasan: 

Untuk menunjukkan bahwa (3x — 2) faktor dari P(x), maka berdasarkan teorema faktor, kita 


cukup membuktikan bahwa P (2) 5-0 


Perhatikan bahwa 
P2) 122) wao(o) ta5(2)-20 
ah og 3 (3) 


2124401413.” 30 
“27 9” 3 
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2 Sena ae ag 
2 55 - 
Jadi, terbukti bahwa (3x — 2) adalah faktor dari P(x) 


Untuk suatu polinomial dengan koefisien bilangan bulat, 


f(x) sanx" tan yxN—T 4... Hay X4 ap jika polinomial ini mempunyai faktor 


2 dimana FPB(p,g)-1, maka p faktor dari a, dan g faktor dari a,, . 


LATIHAN SOAL 4.(2) 


Teorema Sisa 


1. (AHSME/1980) Derajat dari (2 PIN ( HP sebagai sukubanyak dalam x sama 
dengan ... 

2. Misalkan f(x) —x9 -x? xx? 4x? #x #1. Tentukan sisa pembagian ketika 
f(x”) ketika dibagi oleh f(x). 

3. Sukubanyak P(x) — 8x? # ax? # bx — 9 memberikan sisa berturut-turut — 95 dan 
3 ketika dibagi oleh (x #2) & (2x — 3). Tentukan nilai dari a 4 b. 
(HSMC-USC, 2011) Berapa sisa ketika x?! 4 51 dibagi oleh x #1? 
(HSMC-USC, 1998) Berapa sisa ketika x200 — 2x19 4 x50 — 2x19 1x? —x-#1 
ketika dibagi oleh (x —1)(x — 2)? 

6. (HSMC-USC, 2010) Berapa banyak sukubanyak P(x) yang memenuhi kondisi 
P(12) —12! dan xP(x —1) — (x —12)P(x)? 

7. Tentukan sisanya ketika 
x2015 — y2014 4 (x4# 1)? dibagi oleh x? — 1. 
Tentukan sisanya jika (x — 1)2015 4 (x — 2)2015 dibagi oleh x? — 3x # 2 
(HSMC-USC, 2006) Tentuka sisa pembagian sukubanyak ketika P (x) — x?006 — 
x?2005 4 (x4# 1)? dibagi oleh x? —1 

10. Sukubanyak P(x) memenuhi P(—x) — —P(x). Ketika P(x) dibagi oleh (x — 3) 
bersisa 6. Tentukan sisa ketika P(x) dibagi oleh x? — 9. 


11. (AHSME/1977) Misalkan g(x) — KOK KEK KIT, Berapakah sisa pembagian 


ketika polinom glx'2) dibagi oleh polinom g(x)? 

12. Sukubanyak f(x) dibagi (x #1) sisa —2 dan jika dibagi (x — 3) sisa 7. 
Sukubanyak g(x) dibagi (x #1) sisa 3 dan jika dibagi (x — 3) bersisa 2. Jika 
ho) — f()-.9Cc), maka tentukan sisa pembagian h(x) oleh (x? — 2x — 3) 
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13. Sukubanyak berderajat 3, P(x), jika Pc) dibagi (x2 4- 2x — 3) bersisa (3x — 4), 
jika P(cc) dibagi oleh (x? — x — 2) bersisa (2x #4 3). Tentukan persamaan P(x) 


tersebut. 


Teorema Faktor 


1. Tentukan nilai m ketika P(x) — x“ 4 5x? # mx #2 habis dibagi oleh (x # 2) 


2. (AHSME/1970) Jika dua faktor dari 2x3 — hx4k adalah (x4#2) dan (x-1), maka nilai dari 
(2h— 3K| adalah ... 


3.  Sukubanyak P(x) mempunyai koefisien bilangan bulat dan P(x) — 7 untuk empat 


nilai x yang berbeda. Tunjukkan bahwa P(x) # 14. 
4. (AHSME/1980) Untuk suatu bilangan real r, sukubanyak 8x8 —4x? —42x445 habis 


dibagi oleh (x — . Tentukan nilai dari Ir 1 Dimana Ld menyatakan bilangan bulat yang 
kurang dari atau sama dengan x. 

5. Diketahui (x — 2) adalah faktor sukubanyak f(x) — 2x? # ax? #bx — 2. Jika f(x) 
dibagi oleh (x #- 3) maka sisa pembagiannya — 50 . Tentukan nilai dari a # b 

6.  (SMT, 2011) Misalkan P(x) sukubanyak berderajat 2011 sedemikian sehingga 
P(1) — 0,P(2) — 1,P(4) — 2, ....P (22011) — 2011. Hitunglah koefisien dari suku x 
dalam P(x) 

7. (SMT, 2008) Berapa banyak sukubanyak monik P(x) sedemikian sehingga 

P(2x)06x) 5x" —1 

untuk suatu sukubanyak 0(x) yang lain dimana koefisien P dan @ adalah bilangan 


kompleks. 


Teorema Vi'eta 
Sebelum kita membahas lebih jauh tentang bagaimana wujud dari teorema Vi'eta, 
perhatikan dahulu contoh berikut: 


Contoh 1: 
Jabarkan perkalian (x #1) (« — 2)x 4-4) —5)x 46) 
Pembahasan: 
Hasil perkalian pada soal adalah sukubanyak berderajat 5. 
» Untuk mendapatkan koefisien x5 kita hitung dari koefisien dari x dalam masing- 


masing faktor, Koef. x? —1 
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» Untuk mendapatkan koefisien x“ kita hitung: 
Koef. x7 51—-244—546-—4 
» Untuk mendapatkan koefisien x? kita hitung: 
Koef. x8 — 1. (—2) #14 4-1. (—5) 41.6 4 (—2).44 (—2)(—5) 4 (—2)6 4 
4. (5) 4 4.6 4 (—5).6 — —33 
» Untuk mendapatkan koefisien x? kita hitung: 
Koef. x?2 — 1. (—2).4 4# 1(-—2)(—5) #1. (—2).6 # 1.4(—5) # 1.4.6 4 (—2).4(—5) - 
(-2).4.6 4 4. (—5).6 — —134 
» Untuk mendapatkan koefisien x kita hitung: 
Koef. x — 1. (-2).4. (—5) #1. (-2).4.6 #14. (—5).6 # (-2).4. (—5).6 — 172 
» Untuk mendapatkan suku konstanta — 1. (—2).4. (—5).6 — 240 
Jadi, hasil perkalian yang diminta adalah x? 4 4x? — 33x? 4 172x # 240 


Jikaa, #0 dan 

BN ka TK Dat” PA mk dp 
merupakan sukubanyak dengan akar-akar B,, 82, -...B» maka dapat kita tulis dalam 
bentuk: 
Oa oa" anna “Sen anang Sim — Pd Ce Pa ep 
Dari bentuk ini, kita dapat menformulasi tentang rumus Vi'eta 


Na Da NN an 


1ejzksn Mo 10jckeisn 


DB. rararrara 


— n Lo 
: ap BiB2 Pn 5 (Aa. 
1sjaklsssn 
Beberapa rumus berkaitan dengan teorema Vi'eta: 

1) P24B 5 B1 P2) — 282 

2) BEA BE 5 Pi HP — P1 B2 1 P2) 

3) BE BPK P3 5 Pi H P2 # P3)” — 2(BiB2 4 B1B3 4 B2P3) 

4) BEA PP APP 5 Bit B2 # B3 — 3(P1B2 £ B1B3 # P2P3) Bi H P2 # B3) 4 3P1 823 


Contoh 2: 
Tentukan jumlah dari akar-akar, jumlah dari kombinasi dua-dua-an akar-akar, jumlah dari 


kuadrat akar-akar dan jumlah dari kebalikan akar-akar dari persamaan 2x? —x #2 — 0 
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Pembahasan: 
Misalkan a, b,c adalah akar-akar persamaan 2x? — x #2 — 0 


Berdasarkan rumus vieta: 


0 
@ one Sa A0. ab tac tbc 5— 


Untuk mendapatkan a? 4 b? 4 c? perhatikan bahwa 


1 
@ 924? —(atb 40? — Xabtactbo) -0?-2(-5)-1 


Untuk mendapatkan - 4 P 4 . perhatikan bahwa: 


abc — —.. —1, 
2 

11,1 abtactbc -Vp 1 

ab c abc Ya. 

Contoh 3: 

Misalkan a, b,c adalah akar-akar dari x? —x? #1 — 0. Tentukan nilai dari 
1 1 1 
Pa Ta 

Pembahasan: 


Berdasarkan rumus vieta, maka 


b 55 ——51 
atoHtc T 
Dari bentuk x? —x2 41 - O kita perolehx —1#-— - 0, —51l-x 
Sehingga: 
1 1 1 
tt, aj HI hj #0) 53 Ab F0) 53152, 
a2 b2 C2 
Contoh 4: 


Misalkan a,b,c adalah akar-akar dari x? — x? #2 — 0. Tentukan nilai dari 
A2 4b402, Abe a 4b 4 
Pembahasan: 
Berdasarkan teorema vieta, kita peroleh: 
atb#c—1,ab#-ac#bc— O,abc — —2 
» @a4xh?402— (atb4#0)? —2(ab#ac#bc) —12 — 2/0) —1 
» Alternatif 1 
a@ th 4? — (atbH#o) — 3la#b-#o)lab ac # bc) #3abc 
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SF IV WM 432) Si 5655 


Alternatif 2 
Dari persamaan x? —x2 #2 — 0, kita peroleh x? — x? — 2 
ah 4 5 (fa? — 2749? — 2412) 5M 4524 —6—1—6——5 


»  Darix? -—x2 —2 makaxt —x? — 2x 
abi tc” — (aa? —2a)4- (b? —2b)4 (c? —20)—a' tb? tc? —2(a#tb-#o) 
- —5- 21) -—7 


LATIHAN SOAL 4.(3) 
1. (HSMC-USC, 2000) Misalkan a, b, & c adalah tiga akar-akar dari x? — 64x — 14. 


Tentukan nilai dari a? #-b3 4 c? 
2. Jika X4, X9, X190 adalah akar-akar dari 
x0 - 10x 4#10—0 


maka tentukan nilai dari 


100 
100 


Xi 
i—1 
3. Misalkan a,b,c akar-akar dari x? — x —1 — 0. Tentukan 
) Tit 
b) a84h?4c$ 
4. (HSMC-USC, 2006) Misalkan a bilangan real sehingga sukubanyak P(x) — x? - 
(a—1)x? —ax#1 dan 9(x) 5x? - ax #1 mempunyai akar persekutuan. 
Tentukan nilai dari a. 
5. (HSMC-USC, 2005) Misalkan a dan b bilangan real sedemikian sehingga 
Xx" 4 2x8 —x? tax#b — (@(x)P? untuk suatu sukubanyak @(x). Tentukan nilai 
dari a- b. 
6.  (HSMC-USC, 2002) Andaikan a adalah akar dari x# # x2 — 1. Tentukan nilai dari 
at 2ar. 
7. (HSMC-USC, 2004) Tentukan banyaknya akar real berbeda dari sukubanyak 
xU 4x0 Lx? 4--4x-41 
8.  (HSMC-USC, 2003) Misalkan 
F0) — K1) #(x— 22 4 (x— IP 4-4 (x— 9) 4 (x —10)2 
Tentukan jumlah semua akar-akar dari f (x). 


9. Misalkan p dan g adalah bilangan prima. Jika diketahui persamaan 
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x2016 — px?015 £ g 50 mempunyai akar-akar bilangan bulat maka nilai dari p.g 
10. Sukubanyak x? — ax? # bx — 2015 — 0 memiliki tiga solusi bulat positif. Berapakah 
kemungkinan nilai terkecil dari a? 
11. Jika p dan g adalah akar-akar sukubanyak derajat dua: x? -x #1 — 0. Tentukan 
nilai dari p295- 5g 
12. Misalkan x,, x», x3 adalah akar-akar dari 
(2015 — x)? 4 (2013 — x)? — (4028 — 2x)? 
Tentukan nilai dari x, - x» 4 x3 
13. Tentukan jumlah kubik dari akar-akar real persamaan 
x#4411x0 — 8x? 42x) 
14. Tentukan akar real terkecil dari persamaan sukubanyak 
Xx? — 4x # 2x” —4x4#1—0 
15. Akar-akar dari x? # 2x2 — 11x —12 — 0 adalah —4, —1, & 3. Tentukan akar-akar 
dari (x #2015)? 4 2(x #2015)? —11(x #2015) —12 —0 
16. Sukubanyak x? 4 px? 4- gx #r memiliki tiga akar real berbeda. Jika r bilangan 
prima, tentukan nilai dari g. 
17. Jika a, b,c adalah solusi persamaan x? — 5x? #7x #2015 — 0. Tentukan nilai dari 
alb? 4-c2) #-b(a? #-c?) 4 c(a? # b2) 
18. Diketahui bahwa f(x) — x2015 4 apo1ax? 14 L Ap0913X 23 LH axEHa, 
Jika f(&) —i-#1, i—1,2,...,2015, maka tentukan nilai dari f (2016). 


5. Fungsi 
a. Operasi Biner 


Definisi 
Suatu operasi biner pada suatu himpunan bilangan adalah suatu cara 


mengambil dua dari kumpulan bilangan-bilangan dan menghasilkan bilangan 
yang ketiga. 


Pada umumnya, operasi biner dalam kompetisi-kompetisi matematika akan dinyatakan 
dengan menggunakan simbol-simbol yang tidak biasanya, seperti €, », atau y. Hasil 
dari operasi setelah diterapkan pada bilangan a dan b biasanya di tulis sebagai 


eta b)atau aeb. 


Contoh 1: 
(OSK, 2002) Jika untuk setiap x, y bilangan real berlaku x$y — xy — x # y, maka 
(x4#y)$ («—y) sama dengan .... 
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A. Xx — y- 4 2x Cc. x” —y' 4 2y E. x2 —y? 
B. Xx? — ye — 2x D. x? —y? — 2y 
Pembahasan: 


Perhatikan berdasarkan definisi: 
&4y7)5 x—y) 5 A4y)x —y7)— x4ty) tx —y) 
—x”—y”—2y (D) 

Contoh 2: 
(OSP, 2002) Didefinisikan a « b - a#b # ab, untuk semua bilangan real a dan b. Jika 
S — fabilangan real, ax (—a) 5 a), tuliskan S sebagai sebuah selang(interval). 
Pembahasan: 
Perhatikan bahwa berdasrkan definisi: 

ar (—a)5a 

at (—-a)-a(—-a)5a 
—a' 5a 
at-axc0 
ata#1) «0 


444 --5n tt4 


Jadi, S — fal1 xax« 0) 


Contoh 3: 

(AHSME, 1993) Didefinisikan operasi "co" dengan xooy — 4x —3y #xy untuk semua 
bilangan real x dan y. Berapa banyak bilangan real y yang memenuhi 12 — 3c0y? 
Pembahasan: 

Perhatikan bahwa: 

12 —30y—43—3.y4#3.y— 12 


Jadi, persamaan pada soal benar untuk sebarang bilangan real y. 


Contoh 4: 
(AMC, 2002/10A) Untuk bilangan real tidak nol a, b, dan c, didefinisikan 


(a,b,c) — #4 . 4 - Berapakah nilai dari (2,12, 9)? 
Pembahasan: 
Perhatikan bahwa: 
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EN Pa Pena Pel Pura! 
Sa Tung 


148427 36 


: —6 
3 6 6” 


Pt 
7 


Contoh 5: 

(OSK, 2006) Didefinisikan a - b —a #b #1 untuk semua bilangan bulat a dan b. Jika p 
memenuhi a «p — a, untuk setiap bilangan bulat a, maka p sama dengan ... 
Pembahasan: 

Perhatikan bahwa 

apa 


atp#l1l-—a, p—1 


LATIHAN SOAL 5.a 
1. (AMC, 2002/10B) Untuk bilangan real tidak nol a, b, dan c, didefinisikan 
abc 

atb4#c 
Berapakah nilai dari (2, 4, 6)? 

2. (AMC, 2003/10B) Misalkan @(x) menyatakan jumlah dari digit-digit dari bilangan 
bulat positif x. Sebagai contoh, @(8) — 8 dan @(123) -—1-4#2-43 — 6. Berapa 
banyak bilangan x dua digit sehingga @(@(x)) — 3? 


(a, b,c) — 


3. (AMC, 2004/10A) Untuk sebarang tiga bilangan real a, b, dan c dengan b # c, Operasi 
A didefinisikan A(a, b,c) - -—? 


Berapakah nilai A (A1, 2, 3), 2(2,3,1),2(8,1,2))? 


4. Untuk tiap pasangan bilangan real a # b, didefinisikan operasi “ sebagai 


Berapakah nilai dari (2015 « 2014) « 4028? 

5. (HSMC-USC, 2007) Dalam planet Pluto, penghuninya menggunakan operator 
matematika yang sama di bumi seperti (4, —,:, dll) dan mereka juga menggunakan 
operator “@”" . Para saintis menentukan kebenaran operator tersebut untuk bilangan 
real x dan y: 

x@0 — x 
x@y — y@x 
Xx-#-1)@y — (x@y) -y-1 
Tentukan nilai dari 12@5. 
6. (NC-SMC, 2011) Jika x#y didefinisikan untuk semua bilangan bulat sebagai berikut 
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1 
x#y — — 


dan jika x#y sama dengan 7, berapakah kemungkinan nilai untuk x » 14? 

7. (NC-SMC, 2011) Untuk semua bilangan x & y, operasi xmy didefinisikan sebagai 
xmy —ax#by-4c. Jika 203 — 3,704 — 17, &4m10 — 2 Maka tentukan nilai y yang 
memenuhi 3my — 0 

8. (NC-SMC, 2010) Suatu operasi" 8" didefinisikan untuk semua bilangan rasional 
positif sebagai 

2ab 

atb 
Tentukan semua nilai x yang memenuhi x W2) @x —1 

9. (NC-SMC, 2008) Misalkan a « b didefinisikan sebagai 

1 1 


b5-4--— 
Li an 


aRNb— 


Tentukan himpunan solusi untuk x « (x« 1) — 2. 

10. (NC-SMC, 2008) Misalkan n I menyatakan bilangan prima terbesar yang kurang dari 
n dan n T menyatakan bilangan prima terkecil yang lebih dari n. Tentukan nilai dari 
((10 - 201) 4 4-30) 7 


b. Persamaan Fungsi 


Persamaan fungsi adalah persamaan untuk fungsi yang belum diketahui 
(unknown functions) sebagai ganti bilangan-bilangan yang belum diketahui. Dalam 
bagian ini, kita akan mencoba mengeksplorasi bagaimana kita dapat menemukan 
“the unknown function” ketika kondisi-kondisi tertentu sudah diketahui. 
Persamaan fungsi ini biasanya memiliki banyak selesaian, dan kadang kita sulit 
untuk mencari semua solusinya. Persamaan fungsi dalam buku ini akan dibahs 
dalam dua bagian, yakni Persamaan fungsi satu variabel & Persamaan fungsi 
lebih dari satu variabel. 


i. Persamaan Fungsi Satu Variabel 


Contoh 1: 


(OSK, SMP/2013) Jika f adalah fungsi linier, f(1) — 2000, dan 
fx #1) #12 — f(x), maka nilai f(100) — - 
Pembahasan: 


Perhatikan bahwa 

fe) 5-12 

Dari bentuk di atas maka 

2D -f@W)- —12,f/ 2) — —124f() 

f(3) — f(2) - —12,f(3) - —124#f(2) - —12 4 (—124 f(1)) - 2.(-12)4# f1) 
IT DS A2, FA) 512 #3) — 3112) #7) 
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Jika proses itu diteruskan maka, 
f00) — 99. (—12) # f(1) — —1188 # 2000 — 812 


Contoh 2: 

(OSK, Tipe 3/2011) Misalkan f suatu fungsi yang memenuhi f (cxcy) — 
semua bilangan real positif x dan y. Jika #(100)— 3 maka f(10) adalah ... 
Pembahasan: 

Perhatikan bahwa 


f0.10) 5140 p(100) 5 MO F(10) 510.3 — 30 


10” 10 


tata) untuk 
y 


Contoh 3: 

(AMC12B, 2007) Suatu fungsi f memiliki sifat f/(3x — 1) — x? - x #1 untuk 
semua bilangan real x. Berapa f (5)? 

Pembahasan: 

Perhatikan bahwa 


3x —1—5, 3x —6, x —2 
Sehingga 
(OP 42F1S7 


Contoh 4: 

(AHSME, 1998) Misalkan fungsi f(x) memenuhi sifat bahwa untuk sebarang 
dua bilangan x,y, f(x #y) —x #f(y). Jika f(0) — 2, maka tentukan nilai 
dari f(1998). 

Pembahasan: 

Perhatikan bahwa 


Jika x — 1998, y — 0 maka 
f (4998 4 0) 5 1998 # f(0), f(1998) — 1998 #2 — 2000 


Contoh 5: 
(OSK, 2003) Misalkan f suatu fungsi yang memenuhi 


(irco-a 


untuk setiap bilangan real x # 0. Berapakah nilai dari f (2)? 
Pembahasan: 


Substitusikan berturut-turut, x — s & x — —2 maka kita peroleh 


#@427() 12 7(-) pg) ——4 
Dengan eliminasi, maka 


2f(2)59, f2) 5 9/2 


LATIHAN SOAL 5.b.(1) 


1. Jika f(x) adalah fungsi kuadrat sedemikian sehingga 
fFx4#-1)—-f(x)5—8x-43 
dan f (0) — 5, tentukan nilai dari f (2015) 
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2.  (AHSME, 1998) Misalkan f(x) adalah fungsi yang memenuhi: (i) untuk setiap 
bilangan real x dan y maka f(x4y)- x4#f(y) dan (ii) #(0) — 2. Nilai dari 
f(1998) adalah .... 

3. Untuk semua bilangan bulat x, fungsi f(x) memenuhi 

fet1)-fet1)fo) —141 fx) 
Jika f(1) — 2, maka tentukan nilai dari f (2015) 

4. (AMC-12A, 2009) Andaikan f(x #3) — 3x? -7x-4#4 dan f(x) — ax' 4 
bx 4 c. Berapakah nilai dari a #b 4 c? 

5. (HSMC-USC, 2006) Andaikan f(x) adalah fungsi sedemikian sehingga 

36) 42f/41 —x)—2x49 
untuk setiap bilangan real x. Berapakah nilai dari f (2)? 


6. Jika f(x) adalah fungsi yang tidak terdefinisi untuk x - 0 dengan 
H(xX)-2 (5) — 3x. Tentukan f(x). 
Xx 


7. (AMC-12, 2000) Misal f suatu fungsi sehingga f (2) - x2 tx 41 
Tentukan jumlah semua nilai z sehingga f(3z) — 7. 
8.  (HSMC-USC, 2005) Misalkan f(x) adalah fungsi, untuk setiap bilangan 
real x, 
fc) #-2f(—x) — sin x 
Berapakah nilai dari f (7/2)? 
9. (HSMC-USC, 2003) Fungsi bernilai real f didefinisikan untuk bilangan 
real tak nol sebagai 


/G) Mean 52x 

xXx xXx 
Berapakah nilai dari f (2)? 

10. (HSMC, USC 2002) Misalkan f(x) merupakan fungsi dimana 2 € 
D, &2 € Ry. Andaikan fIf 2)1-11 # fC)1 — -f (x) untuk semua 
bilangan x € D,. Berapakah nilai dari f (2)? 


ii. Persamaan Fungsi Lebih dari Satu Variabel 
Untuk persamaan fungsi lebih dari satu variabel, kita dapat juga menerapkan 
metode-metode yang telah dijelaskan pada bagian sebelumnya. Di samping 
itu juga kita dapat mencoba mensubtitusikan beberapa bilangan spesial, 


misalkan x — 0,1,—1 ke dalam kondisi yang diketahui. Untuk hal ini tidak 


| Langkah Emas Menuju Sukses OSN Matematika- Bidang Aljabar Hal 41 | 


Didik Sadianto, M.Pd. | 2015 


ada cara/metode yang tetap dalam menyelesaikannya. Untuk lebih jelasnya 
perhatikan contoh-contoh berikut: 


Contoh 1: 
Berikut ini contoh-contoh dari persamaan fungsi dalam dua variabel yang 
terkenal. Fungsi ini lebih dikenal dari “Cauchy's functional eguations” 


LL f4 5f/O04FM 

2. ftx4y) -fMOf) 

3. fe) 5f/ 047p) 

4. ft) -f Of) 

Contoh 2: 

Jika f:@ — @ memenuhi 

Ta Ff) —2, 

2. Untuk semuax,y E 0,f ay) ff) -fx4ty) #1, 
Tentukan f (x). 

Pembahasan: 


Subtitusikan y — 1 maka 
H0) FO AGE) 1 
—2fo) —fx4#1)-#1 
fx41) 5 fo) H1 
Dengan menerapkan kondisi 1 dan dengan induksi matematika, untuk 
semua bilangan bulat x, kita mempunyai 
fo —x-41 
Untuk sebarang bilangan rasional, misalkan x — a dimana m,n bilangan 
bulat dan n # 0. 
Substitusikan x — -y —n maka 
fm) -f(H)a42 -f (—4n) #1 
Karena f(x #1) — fx) #-1,vx EO maka 
fan) 1 (PJ an 
Subtitusikan ini ke persamaan semula, kita mempunyai 
m m 
mt1-f(—)at1)-f(—)-nt1 
Sehingga, f (2) 541 
Jadi, f(x) —-x 4-1, vxe@ 


Contoh 3: 

Jika (x—-»)f (x4y) — (x4y)f(x —y) — 4xy (x? —y?) untuk semua x,y. 
Tentukan f(x) 

Pembahasan: 
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Kondisi yang diketahui ekuivalen dengan 


LEAN LED gate 


Fee) 2 IGD m2 
Ty Gt) 5 GT (x — y) untuk semua x,y 


Jadi, jk) —x konstant. 
Misalkan Te x —k maka 


xXx 


f0) —x? 4 kx 


Contoh 4: 
Jika f fungsi kontinu sedemikian sehingga f(x #-y) — f(x) # f(y) untuk 
x,y ER maka buktikan bahwa f(x) —cx dimana c suatu konstanta. 


Pembahasan: 
Perhatikan bahwa f(x #-y) — fx) 4fW) ...... (1) 
Subtitusikan y — 0 ke (1), maka fc) —- f(x) # f0) 


f (0) - O. 2) 
Sekarang jika y — —x, maka 0 — f(x) #f(-x) atau 
f(x) — f0). (3) 
Sekarang untuk x » 0 
Subtitusikan y — x, kita peroleh f(2x) — 2f (x), dan dengan induksi 
matematika 
flnx) — nf(x) untuk semuan EN (4) 


Untuk bilangan rasional, x — —, yaitu n.x —- m.1 dengan (4) kita 


memperoleh nf (x) — mf(1) dan 
(OI. 8) 
Jika f(1) — c maka dari (2), (3), (5), kita peroleh f(x) — cx untuk bilangan 


rasional x. 


Misalkan x irasional 
Kita pilih barisan rasional x,, dengan limit x 
Karena f kontinu, maka 
fc) — lim f(x») — lim cx, —cx 
Xn Sx XnSX 
Maka kita mempunyai f(x) — cx untuk semua nilai x bilangan real. 
Contoh 5: 


Sebagai akibat dari contoh 4, maka diperoleh beberapa sifat berikut: 
Jika f fungsi kontinu dan untuk semua x,y € R dan 
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a. fx ty) - fCOF() maka f(x) — c" 
b. fo) -f)tfW) maka fla) — cinx 
C. ftay) 5 FCOFG) maka fo) 5x" 
dimana c suatu konstanta 
1. Tentukan semua solusi kontinu dari persamaan fungsi: 
fxty) —- gx) th) 
2. Tentukan fungsi f yang didefinisikan untuk x 5 0 sehingga 
fb) -xf W) #yf Cc) 
3. Tentukan semua fungsi yang memenuhi 
fe44fK—) 52700170) 

4. Tentukan semua fungsi yang memenuhi 

fexty)-f(x-—y) -2f(y) 
5. Tentukan semua fungsi yang memenuhi 

feet») tftx—y) — 2f (x) 
6. Tentukan semua fungsi yang memenuhi 
jam 
0179) 
7. Tentukan semua fungsi kontinu f yang memenuhi 

feet”) f0) tfWM4FOFW) 

8. (VMO, 1985) Misalkan M merupakan suatu himpunan fungsi yang 


fxty) — 


terdefinisi pada bilangan bulat dengan nilai real yang memenuhi dua 


kondisi: 
1) OM -fxty)#t fx —y),vx,y EL 
2) f(0)-z0 


Tentukan semua f € M sedemikian sehingga f (1) — 5/2 
9. (VMO, 1991) Tentukan semua fungsi real f(x) yang memenuhi 


2 LIP FOOD 2 
untuk semua bilangan real x, y,z. 
10. (VMO, 1992B) Andaikan fungsi bernilai real, f(x) pada bilangan real 
sedemikian sehingga 
f(x 4 2xy) 5 fo) H2f (xy) 
untuk semua bilangan real x,y & f(1991) — a dimana a bilangan real. 
Hitunglah nilai dari f(1992) 
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11. (VMO, 2000B) Tentukan semua fungsi bernilai real f (xx) yang terdefnisi 
pada bilangan real sedemikian sehingga 
KF FFA aj 5 2x” 
untuk semua bilangan real x 


6. Persamaan dan Sistem Persamaan 


a. Persamaan Lingkaran 


Definisi: 
Lingkaran adalah tempat kedudukan titik-titik yang berjarak sama terhadap sebuah 


titik tertentu 


Dari definisi di atas, yang dimaksud dengan titik tetap adalah pusat /ingkaran, dan 
jaraknya disebut jari-jari lingkaran. Ruas garis yang panjangnya 2r dan melalui titik 
pusat disebut diameter lingkaran. 


Ada dua hal penting untuk menemukan persamaan lingkaran (dalam aljabar), yakni harus 
ada pusat dan jari-jari lingkaran. 
Persamaan lingkaran yang berpusat (h,k) dan jari-jari r: 


eh Ay KY 5 


Persamaan lingkaran yang berpusat (0,0) dan jari-jari r: 


22 5 


Persamaan lingkaran dalam bentuk standart: 
x2 NP -Ax#By4-C—0 


1 


e Jari-jari — Ni #2B2-C 
4 4 


Persamaan lingkaran yang berpusat (h,k) dan menyinggung sumbu X: 


(x-h)2 4(y-k)2 —r2 dimana r - |kl 


Persamaan lingkaran yang berpusat (h,k) dan menyinggung sumbu Y: 


(x-h)2 4(y-k)2 —r2 dimana r - | 
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Persamaan lingkaran yang berpusat (h,k) dan menyinggung sumbu X dan Y: 


(x-h)2 4(y-k)2 -r2 dimana r — Ih — Ikl, atau dengan kata lain bahwa 


h-k 


Dua rumus yang sering digunakan dalam mencari persamaan lingkaran: 


o Jarak diantara dua titik dan Titik tengah. Konsep ini digunakan jika diketahui titik- 
titik ujung diameter lingkaran. 
Diketahui titik A(x4, y4) dan B(xo, yo ), maka: 


Jarak AB — Va Lan Puan) 
Titik tengah antara A dan B -— FG 4 Xp) H6 ty2 ) 


o Jarak titik ke garis lurus. Konsep ini digunakan jika diketahui pusat lingkaran dan 
garis singgung lingkaran. 
Diketahui titik Ala, ya) dan garis g- ax#- by-#-c—0, maka jarak titik A ke garis 


g adalah 
g Pat byy 4-c 
Va? 1b? 

Contoh 1: 
Tentukan persamaan lingkaran yang pusatnya O(0,0) dan 
(a). berjari-jari 4 (b) melalui titik P(3, -5) 
Pembahasan: 
a. Lingkaran dengan pusat O(0,0) dan berjari-jari 4 mempunyai persamaan 

X2 1y? —16 


b. Pusat lingkaran O(0,0). Karena lingkaran melalui P, maka jari-jari lingkaran adalah 
jarak titik O ke titik P. Jarak OP — V6 —0y 4-5 In — /34 . Jadi persamaan 
lingkaran yang diminta adalah 
X4 y — 34. 


Contoh 2: 

Tentukan persamaan lingkaran yang pusatnya P(- 3, 5)dan 

(a). berjari-jari 5  (b) melalui titik (2,3)  (c) menyinggung sumbu-y 
Pembahasan: 

a. Persamaan lingkaran dengan pusat P(—3, 5) dan berjari-jari 5 adalah 


(x- (58) Hy —5P -52 


5 (x43)24(y—5)? -25 
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b. Lingkaran dengan pusat P(-3,5) dan melalui titik (2,3) mempunyai jari-jari 


V(e-(-3)? 1 (2-5) - 29 


Persamaan lingkaran itu: 
(x43) 4(y—5)? -29 

Cc. Lingkaran dengan pusat P(-3,5) dan menyinggung sumbu-y, jari-jarinya adalah 
jarak P(-3,5) dengan sumbu-y, yaitu (-3| - 3. Jadi persamaannya adalah 


(x43) #(y—5) —9. 


Contoh 3: 
Tentukan koordinat pusat dan panjang jari-jari lingkaran apabila diketahui persamaan: 


a. x2 1? —2x—6y —15—0 


b. 2x? 12y? —4x43y—0 
Pembahasan: 


a. Dari x? 1y? —2x—6y —15—0, maka kita peroleh: A-— —2, B-—6, C-—15 
TA: dan -18-3, Sehingga P1, 3) 


Jari-jari - v14-9-4-15 —5 


b. Dari 2x2 12y? —4x-43y —0, maka kita bagi kedua ruas dengan 2: 


x? 1y? -2x13Y —- 0. Sehingga kita peroleh A — —2, B 5, Cc-0 


2 2 
Jari-jari — Ie — 
16 


Kedudukan Titik terhadap Lingkaran 


Sp-ta —I3--2, Maka P4 3 
4 4 


RIO 


Misalkan suatu lingkaran pusat (h,k) dan jari-jari r, yakni (x—h)? -(y—Kk)? -r? dan 
sebuah titik Aa, ya), Maka titik A akan mempunyai tiga kemungkinan kedudukan 
terhadap lingkaran: 


Vo Jika (og - hn)? (yi sk Sr , maka A terletak di luar lingkaran 
Y— Jika (X4 — n)? “(ya 2x —r?, maka A terletak pada lingkaran 
Y Tika (x4 —h) 4 (yi —K)P «r?, maka A terletak di dalam lingkaran 
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Kedudukan Garis terhadap Lingkaran 


Misalkan diketahui suatu garis g:y - mx#-c dan lingkaran L: (x—h)? 4 (y-k)? —r2, 
Maka untuk menentukan kedudukan garis g terhadap lingkaran L ikuti langkah-langkah 
berikut: 


v  Substitusikan persamaan garis g ke persamaan lingkaran L, sehingga diperoleh 


persamaan kuadrat dalam variabel x, yakni ax? xbxtc—0 


“Tentukan nilai a, b, dan c, kemudian hitunglah nilai diskriminannya (- 9? -4ac) 
“Bandingkan nilai D hasil perhitungan dengan nol. 
" Jika D» 0, maka garis g memotong di dua titik pada lingkaran L 
1 Jika D—0, maka garis g memotong di satu titik pada lingkaran 
L/menyinggung 
“ Jika Dx O, maka garis g tidak memotong lingkaran L 


Contoh 4: 


Diketahui garis y —- mx dan lingkaran x Piya —10x—16. Tentukan nilai m sehingga 


garis tersebut bersinggungan dengan lingkaran. 
Pembahasan: 


Substitusikan persamaan garis ke dalam persamaan lingkaran, kita peroleh bentuk 
persamaan kuadrat dalam x: 


(m2)x2 -10x416-0. 


Diskriminan, D-100- sah 2 m?)- 36-64m? -4(3-4m/3 4m) 


Agar garis bersinggungan dengan lingkaran maka haruslah D — 0, yakni ketika 
m——3/ Yatau m—-3/4 


Contoh 5: 
Tentukan kedudukan titik A(-6, 8) terhadap lingkaran: 


a. x24y2 —100 

b. X2 xy2 x6x-8y125-0 

co (x41) x(y-2) —64 

Pembahasan: 

a.  A(-6,8) disubstitusikan ke persamaan lingkaran X4 y? —-100 maka diperoleh: 
(-6)? x82 -3664-100. 


Jadi, titik A terletak pada lingkaran. 


b.  A(-6,8) disubstitusikan ke persamaan lingkaran x? 1y? t6x—8y4#25—0 maka 
diperoleh: 


(-6) 1-8? 16(-6)-8.8125-36164-36-64125-25» 0. 


Jadi, titik A terletak di luar lingkaran. 
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Cc. M-6,8) disubstitusikan ke persamaan lingkaran (x 4-1)? 4-(y 2)? -64 maka 
diperoleh: 


(“6412 4(8-2)2 -25136-61-64. 


Jadi, titik A terletak di dalam lingkaran. 


Contoh 6: 


Tentukan kedudukan garis g: y- x-1 terhadap lingkaran L: x ay? 2. 
Pembahasan: 
Substitusikan persamaan garis g ke persamaan lingkaran L, maka kita peroleh: 


2 4x41) 25 
SD 2x2 412x240 
5 x041x-12-0 


D-4950 


Jadi, garis g memotong lingkaran di dua titik. 


Persamaan Garis Singgung Lingkaran 


“Persamaan Garis Singgung melalui titik pada lingkaran 


Jika titik A(Xx4, 4) terletak pada lingkaran (eny -(y — ky -r2, maka 
persamaan garis singgung yang melalui titik A adalah 


ba ROAD 


Jika titik Axa, ya) terletak pada lingkaran x? 1y? — r2, maka persamaan garis 
singgung yang melalui titik A adalah 
Nah 
XX 4 YAY ST 


Jika titik Alx, y4) terletak pada lingkaran x? iya #Ax4#By4#C —0O, maka 
persamaan garis singgung yang melalui titik A adalah 


1 1 1 1 
— Axy #—A —By, t—B C-0 
sya (3 X3 ja yit3 as 
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“Persamaan Garis Singgung yang Bergradien tertentu 


Jika persamaan lingkaran L: (x—h)? sy ky -r?, maka persamaan garis 
singgung lingkaran L yang bergradien m adalah 


2 


y-k-mlx —h)ErV m3 41 


Jika persamaan lingkaran L: x2 42 -r? 


lingkaran L yang bergradien m adalah 


, Maka persamaan garis singgung 


2 


Yy—mxtrim” 41 


Jika persamaan lingkaran L: X4 y? #Ax4#By#-C —0, maka persamaan garis 
singgung lingkaran L yang bergradien m adalah 


v Cari dahulu Pusat(h,k) dan jari-jari(r), Kemudian gunakan rumus di bawah 
ini: 


Y y-k-mlx-h)trVm? 41 


Contoh 7: 


Tentukan persamaan garis singgung lingkaran (x-nf #(y-Kf -? melalui titik A4, —3) 
Pembahasan: 
o Check kedudukan titik A terhadap lingkaran L 


42 4(-3)2 -25 
Jadi, titik A terletak pada lingkaran 


o Karena A terletak pada lingkaran L, maka persamaan garis singgung lingkaran L 
yang memalui A adalah: 


XX A4 Y1Y 5 2D 
5 4x-3y—25 
Contoh 8: 


Tentukan persamaan garis singgung lingkaran x? 1y? —4x-—6y—3—0 yang sejajar 
garis 3x —4y —2 
Pembahasan: 
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Misalkan persamaan garis singgung - g dan garis 3x —4y — 2 adalah k, maka 


my -mp 
g k 4' 


Dari x2 1y? —4x-—6y—3—0, maka kita peroleh 
P(2,3) dan r-41943 -—4 


Sehingga, persamaan garis singgungnya: 


2 
9g-5y 3- 3x 2)14 2) z1 


4y-12-—9x-61162 


4y —3x46t20 


“Persamaan Garis Singgung melalui titik di luar lingkaran 


Jika melalui titik A(x4, y4) di luar lingkaran 
Lx? Iya - r? dibuat dua buah garis 
singgung pada lingkaran dengan titik 
singgungnya B(xo,y») & C(x3,y3), maka 


persamaan garis yang melalui B dan C 


adalah X4X 4 yY4y — r? disebut garis polar (gp) pada lingkaran L dan titik 
Alba, y4) disebut titik polar (tp). 


Untuk mencari persamaan garis singgung yang melalui titik di luar lingkaran dapat 
ditentukan dengan langkah-langkah berikut: 

o Mencari garis polar dari titik A terhadap lingkaran L 

o Mencari titik potong gp dan lingkaran L 


o Membuat persamaan garis singgung yang melalui titik potong tersebut. 


LATIHAN 6A.I 


Tentukan persamaan lingkaran dengan pusat O dan melalui titik (7,-2) 

2. Tentukan pusat dan jari-jari dari persamaan lingkaran (1) 4x2 14y? 225 
(ii) x2xy?2 —18 

3. Tentukan persamaan lingkaran yang mempunyai pusat sama (kosentrik) dengan 
lingkaran Xx 4 y? —9 tetapi jari-jarinya tiga kali lebih panjang. 
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4. Tentukan m agar titik (m, -2) terletak pada lingkaran Ka y? — 3 


5, Misalkan titik A(1,0) dan B(9,0). Tentukan tempat kedudukan dari semua titik P(x,y) 
sehingga PB-—3 PA. 


LATIHAN 6A.II 


1. (AMC, 12A/2002/18) Misalkan Cy & Co lingkaran dengan persamaan berturut-turut 
(x-—10)2 «2 -36 dan (x415)? «y? -81. Berapa panjang dari ruas garis 
terpendek P@ yang menyinggung lingkaran Cy di P dan lingkaran C» di 9? 

2. (OSK, 2011/Tipe 1) Luas daerah di dalam lingkaran x2 1y? 221 tetapi di luar 
lingkaran x 1(y-—7P -14? dan x? ayat -14? adalah ... 


3. (AHSME, 1996/25/AMC8) Diketahui bahwa x? 1y? —14x-6y-6, berapa 
kemungkinan nilai terbesar dari 3x -4y? 


4. (AHSME, 1996/20/AMC8) Dalam bidang koordinat xy, berapa rute terpendek dari titik 
(0,0) ke (12,6) yang tidak melewati daerah di dalam lingkaran 


(x-6) 4(y-8)? -25? 

5. (AHSME, 1978/10/Book IV) Jika r bilangan positif dan garis yang persamaannya 
X4#y—r adalah garis singgung lingkaran Xx 4 y? —r, maka r sama dengan .... 

6. (AHSME, 1965/13/Book II) Misalkan n adalah banyaknya pasangan bilangan (x,y) yang 
memenuhi persamaan 5y —3x —-15 dan x? ay? S16. Makan sama dengan .... 

7. (NYCIML, Fall 1975/3) Tentukan semua pasangan bilangan bulat (x,y) yang memenuhi 
KEY s25 dan y-x-—3. 

8. (NYCIML, Spring 1980/15) Ada dua lingkaran yang mempunyai pusat pada sumbu X, 
melalui titik asal (0,0), dan menyinggung lingkaran (x-7) 1(y-6) — 25. Tentukan 
jari-jari dari lingkaran yang terkecil dari keduanya. 

9. (NYCIML, Fall 1981/12) Luas daerah persekutuan lingkaran (xp na —25 dan 
(x- 2)? #(y-6)2 -25 dibagi menjadi dua bagian yang sama oleh garis 14x 3y — k 
. Tentukan nilai k. 


b. Persamaan Kuadrat (PK) 
Bentuk Umum PK 


Persamaan kuadrat dalam variabel x, dapat ditulis dalam bentuk umum: 
ax? 4bx4#c—0 


dengan a,b,c ER & a # 0 dimana a merupakan koefisien x2, b merupakan 
koefisien x, dan c konstanta. 


Cara Menyelesaikan PK 

Untuk menyelesaikan persamaan kuadrat dengan bentuk ax? #bx #c — 0 dapat dengan 
cara mengganti variabel x dengan suatu bilangan real sehingga kalimat terbuka tersebut 
bernilai benar. Nilai pengganti x yang memenuhi PK ax? #- bx #c — 0 disebut 
penyelesaian atau akar dari PK. 
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Untuk mencari akar-akar dari suatu PK ada beberapa cara. Dan kalian semua telah 
mempelajarinya pada saat SMP. Cara tersebut diantaranya: 

. Memfaktorkan 

. Melengkapkan kuadrat sempurna 


—btVb? —4ac 


»a 


. Menggunakan rumus kuadrat | X42 - 


. Menggambarkan sketsa grafik fungsi f : ax? tbxtc—0 


Contoh: 

(OSK 2002) Misalkan a dan b bilangan real yang berbeda sehingga - t Zea 2-2 
b b-410da 

Tentukan nilai a 

Pembahasan: 

gen a &t10 0 

b'btlda — bh 1 4102” 


A10 -2-y 5x4105—2—10x2 4 19x 
14-10x 


Misalkan x — - maka 


5x2—9x—4—50 » (5x—4) (x—1)—-0 » x—1 atau x-3 
Karena a tidak sama dnegan b maka jelas x # 1 maka : — . 
Untuk lebih jelasnya silahkan direview kembali materi yang ada dibuku SMP Kalian. 
Hubungan Jenis-Jenis Akar PK dengan nilai Diskriminan 
Sebelum kita mengulas tentang hubungan jenis-jenis akar dari PK, kita kenalkan dahulu 
arti dari Diskriminan PK. 
Diskriminan dari suatu PK merupakan suatu yang membedakan jenis akar suatu PK. Dan 
disimbolkan dengan D. Adapun rumus untuk diskriminan PK adalah: 
D-h? —4ac 

Berikut ini hubungan jenis-jenis akar Pk dengan nilai D: 
“Jika D2z0, maka PK mempunyai dua akar real yang berlainan. 

" Jika D berbentuk kuadrat sempurna maka kedua akarnya itu rasional 

- Jika D tidak berbentuk kuadrat sempurna maka kedua akarnya itu irasional 
“Jika D — 0, maka PK mempunyai dua akar yang sama (akarnya kembar), real, dan 

rasional. 
v Jika D « 0, maka PK tidak mempunyai akar real atau kedua akarnya tidak real. 


Rumus Jumlah & Hasil Kali Akar-Akar PK 
Jika Xxx & Xo adalah akar-akar PK ax? tbxtc—0, dengan az O, jumlah dan hasil 
kali akar-akar PK itu adalah 
XX 2,0 dan X4 .X -$ 
11 X2 2 1-25 
Dari rumus di atas, maka kita peroleh identitas-identitas berikut: 
Vo rere ay tr0 211 XD 


v xx 5 og tr0P 3 xo(4 #xo) 


1 sh 1 . Xt Xp 
X4 X9 X1X9 


v 


Yo rt —x0)P oa tx — A0 
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v 1 2 (og # xx —2X$ X9 
Ka 1x2 (og Ito YP 
v X4 X0 Matan) —2x X9 


X9 X4 X4 X9 
Silahkan kalian buktikan kebenaran semua identitas di atas. 


Jika Xxy & X» adalah akar-akar PK ax? vbxtc—0, dengan az 0: 
Y  Akar-akarnya berlawanan: (x4 -—x5) » b-0 


- 


Akar-akarnya berkebalikan: e - H| Sa-c 
Xp 


“Sebuah akarnya sama dengan nol: (xy -0)& c-0& xp — P2 
a 


b 
Y Kedua akarnya sama besar: (x - X9) Sx - X9 - Ta 
a 


Contoh: 
(OSP 2010) Persamaan kuadrat x2 — pX-—2p—0 mempunyai dua akar real « & B. 


Jika @? 1p3 —16, maka hasil tambah semua nilai p yang memenuhi adalah .... 
Pembahasan: 

x? — pX-—2p—0 akar-akarnya « & 8 

Syarat akar-akar real adalah 

p” -4(1)(-2p)20 

plp“8p)20 

Maka syarat agar «a & P realadalah px-8 v p20 


Perhatikan bahwa @ B3 —16 
(at BP —-3aPla- 2)-16 
p? —3(-2p/(p)-16 
p? 416p? -16-0 


(pt2)lp? 14p-8)-0 
p——2 tidak memenuhi syarat px —8 v p20 


Jika p? #4p-—8—-0 maka 
—41/42 4-3) 
- --—2421/3 
P2 211) 
Yang memenuhi syarat hanya p— 203 


Jadi, jumlah semua nilai p yang memenuhi sama dengan 2023. 


Menyusun PK 
“Menyusun PK yang diketahui akar-akarnya 
Untuk menyusun PK jika diketahui akar-akarnya, ada dua metode: 
" Metode Faktor 
(x-—1)(x-—x0)-0 
dimana X4 & X» akar-akar PK 
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" Metode memakai rumus jumlah dan hasil kali akar-akar PK 
x? 5 (og 4 X0 )xA 4 X0 50 
dimana X4 & X» akar-akar PK 


“Menyusun PK jika akar-akarnya diketahui mempunyai hubungan dengan akar-akar 
PK lainnya 
Untuk menyusun PK dengan kriteria ini, juga ada dua metode: 
- Memakai rumus jumlah & hasil kali akar 
- Penghapusan indeks, jika bentuk akar-akarnya simetris 


LATIHAN 6B.I 
1. (AHSME, 1950/13/Book I) The roots (x2 -3x42)x (x—4)- O are... 


a 
2.  (AHSME, 1950/38/Book I) Jika ekspresi g 


Cc 
» mempunyai nilai ab-cd untuk semua 


nilai a, b, c, dan d, maka nilai x yang memenuhi persamaan 


1 
| — 3. adalah... 
X 


Xx 
3. (AHSME, 1950/42/Book I) The eguation xx — 2 is satisfied when x is egual to 


4. (NYCIML, Fall 1976/27) Jika c» a»0 dan jika a-b--c— 0, tentukan akar yang 


terbesar dari persamaan ax2 xbxtc—0. 
5. (NYCIML, Fall 1978/9) Tentukan semua nilai x yang memenuhi 


ina 1 
gai) “ag ae so —0 
Xx X 
6. (NYCIML, Spring 1979/7) Grafik fungsi kuadrat melalui titik dengan koordinat 
(-1,—2) (4, 0), (e, 7) dan (8, y). Tentukan nilai y. 
7. (NYCIML, Spring 1979/23) Jika n bilangan bulat positif, tentukan (dalam suku n) 


semua nilai x lebih dari 1 yang memenuhi 4x21) .x1/n 3-0 
8. (NYCIML, Fall 1980/29) If reciprocal dari (x--y) is egual to the sum of reciprocal of x 


: | , : Xx 
and reciprocal of y, find all possible numerical value of —. 


9. (NYCIML, Spring 1981/3) Find all ordered pairs (p,g) of real numbers for which 
lp) — lal -1 and the eguation x? #px4g-—0 has only real roots. 


10. (NYCIML, Fall 1982/1) Tentukan semua bilangan real x yang memenuhi 
aa 
x 3 


LATIHAN 6B.II 

1.  (AMC12, 2001/23) A polynomial of degree four with leading coefficient 1 and 
integer coefficients has two real zeros, both of which are integers. Which of the 
following can also be a zero of polynomial? 

14111 1413 141 1 

2 "2! 22 

2. (AMC12A, 2002/1) Berapa jumlah semua akar-akar dari persamaan 

(2x 43)(x—4)1-(2x43(x—6)-0? 
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3. (AMC12A, 2002/12) Kedua akar-akar persamaan kuadrat x? —63x4k—0 adalah 
bilangan prima. Berapa banyak nilai k yang mungkin? 

4. (AMC12A, 2002/13) Two different positive numbers a and b each differ from their 
reciprocals by 1. What is a 4 b? 

5. (AMC12B, 2002/6) Andaikan a dan b bilangan real tidak nol, dan persamaan 


x? taxtb-0 mempunyai solusi a dan b. Berapakah pasangan yang mungkin 


untuk (a,b)? 

6. (AMC12A, 2005/9) Ada dua nilai a yang memenuhi persamaan 
4x? yax48x49-—0 hanya mempunyai satu solusi untuk x. Berapakah jumlah 
dari dua nilai a tersebut? 

7. (AMC12B, 2005/8) For how many values of a is it true that the line y- x-a 


passes through the vertex of the parabola y — Ke a2? 


8.  (AMC12B, 2005/12) Persamaan kuadrat x24mx4n—0 mempunyai akar-akar 
dua kali dari akar-akar persamaan kuadrat X4 px-m—0, dan tidak ada nilai m, 


n, dan p yang nol. Berapa nilai dari 2. 
p 


9. (AMC12B, 2006/12) Parabola y — ax? -bx-4c mempunyai vertek/Titik balik (p,p) 


dan titik perpotongan dengan sumbu Y (0,-p) dimana p tidak sama nol. Berapa nilai 
b? 
10. (AMC12B, 2007/24) Berapa banyak bilangan bulat positif (a,b) sedemikian sehingga 
a 


FPB(a,b)-1 dan —- lp merupakan bilangan bulat? 
b 9a 
Cc. Persamaan Eksponent 
Sifat-Sifat Fungsi Eksponent 
Jika a ben, Az0,m dann bilangan rasional, maka sifat-sifat fungsi eksponent adalah 
sebagai berikut: 


v AM ay 
m 
v Aa am-n 
an 
n 
v (am) 2 Li 
v an — Al 
am 


ks 


v SA PL Po Mali 


va 
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Persamaan Eksponent 


1. Bentuk a'0 — am 


3. Bentuk a 0 -pWX) azb 


Jika a'0 -p'W) ab» O,a,b#1,dan az b maka f(x)-0 


(Pi 

f(x)—-0, asalkan g(x) dan h(x) keduanya positif 

f(x) —- —1, asalkan g(x) dan h(x) keduanya genap atau keduanya 
ganjil 


5. Bentuk alk/0OP x0KO)xc-0,b»0,beLaz0,abcen 
Untuk menyelesaikan bentuk ini, ikuti langkah-langkah berikut: 


Y  Memisalkan dahulu y -k' 9 

“Dari pemisalan tersebut, akan diperoleh bentuk persamaan kuadrat dalam y, 
yakni ay? -by4c-0 

v Selesaikan persamaan kuadrat yang kamu peroleh tadi, sehingga diperoleh 
nilai y. 

v  Substitusikan nilai y tadi ke pemisalan semula, yakni y — k19 

“Sehingga akan kita peroleh nilai x 


LATIHAN 6C 
1.  (AMC12, 2001/5) Berapakah perkalian semua bilangan bulat ganjil positif kurang 
dari 10.000? 
10000! 
(50001)? 
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Bg. 100001 
' 95000 
9999 
Cc 95000 
5 10000! 
22000 5900! 
k 5000 
' 25000 


2.  (AMC12A, 2002/3) According to the standard convention for exponentiation, 
2 
2 
J2) 


2 — — 216 — 65 536. If the order in which the exponentiations are 
performed is changed, how many other values are possible? 


3. (AMC12A, 2004/6) Misalkan U - 2. 20042005, y 20042005, 


W — 2003. 20042004 X2. 20042004 y - 20042004 dan Z- 20042003 
Dari bilangan-bilangan berikut, mana yang paling besar? 


2 
22 


A. U-V 
B. V-W 
C. W-X 
D. X-Y 
E Yel 


4. (NYCIML, Fall 1977/30) Andaikan f dan g fungsi berturut-turut didefinisikan 
x)-x-42 dan g(x) — x. Tentukan semua x2-2 yang memenuhi 


5. (NYCIML, Fall 1981/8) Jika ola” Ja 6“ —9” dan x —logoy3 a, tentukan nilai dari 
a? 

6. (AHSME,1996/6/AMC7) Jika f(x) - Na ojxt3) maka 
#0) (-1)4-f#(-2)4#(-3)-.... 


7. (AHSME,1998/5/AMC7) Jika 21998. 91997 91996 | 21995 . k21995 Berapakah 
nilai k yang memenuhi? 


d. Bentuk Akar 


Konsep Bilangan Irasional 
Sebelum kita mendefinisikan bilangan irasional, kita ulas kembali, pengertian dari 


bilangan rasional. Bilangan rasional merupakan bilangan yang dapat dinyatakan 


dalam bentuk La pgeZ, g#0. 
g 


Dari definisi di atas, maka dapat kita definisikan bahwa bilangan irasional 


merupakan bilangan yang tidak dapat dinyatakan dalam bentuk '2A p,geZ, gz0. 
g 
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Bilangan Irasional | Bilangan Rasional 

Ka AN TA NA TA KAN 
99 

e-2,718281..... /9 — 3,00000..... 

J2 -1414213..... 4 — 4,000000.... 

V7 - 26457...... 18-166666...- 
, .66666..... 9 


UJI DIRI: 
Ubahlah bentuk desimal berikut ke bentuk rasional/pecahan: 


Oo NT SLTITTT Tararan 
o 223-2 23232323... 
o 3,401-—3, 401401401..... 


Definisi Bentuk Akar 
Secara umum, bentuk akar ditulis dalam bentuk Ya 


(ya dibaca" akar pangkatn dari a") 

dengan: 

Va disebut bentuk akar (radikal) 

V disebut lambang bentuk akar 

n disebut indeks (pangkat akar) 

a disebut radikan (bilangan di bawah tanda akar), dengan a bilangan riil positif 
untuk n bilangan asli dan untuk n bilangan ganjil, a dapat berupa bilangan riil 


negatif. 


Bentuk akar terbagi atas 2 jenis: 
1. Akar Senama 
Suatu bentuk akar dikatakan akar senama jika indeks (pangkat akar)nya 
sama, 
Contoh: 
v A7, 19, /31, mempunyai indeks 2 


v 2 97,819, mempunyai indeks 5 
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2. Akar Sejenis 
Suatu bentuk akar dikatakan akar sejenis jika indeks dan radikannya sama, 
Contoh: 


v A7,2/7,5/7, mempunyai indeks 2 dan radikan 7 


v Yo, 3Y2, Ie: mempunyai indeks 5 dan radikan 2 


Operasi pada Bentuk Akar 

Untuk semua bilangan real a dan b serta n bilangan asli maka berlaku: 
1. Va.Vb — Va.b 

Ya ja 


Tp” alh 
3. pVatgVa-—-Va(p4ag) 


2, 


Catatan: 
Untuk sebarang a bilangan real dan a tidak sama dengan nol, m bilangan bulat, n 
bilangan asli, dan n lebih dari atau sama dengan 2 berlaku: 


Merasionalkan Penyebut 


a 
» Bentuk —,b-z0 
Jb 


Cara merasionalkan bentuk ini adalah 


a a a a 
» Bentuk / / / 
bio Yb—c baWNc vbec 


Cara merasionalkan bentuk ini adalah 


P aa baNo alb: Vc) 
bc bc be  b2-c 


aa b-vc abo-Ve) 
btwlc bilc b-Jc  b2-c 
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a Vbwc Aa bwc| 


PA 
Jb-c Nb-ce be hp -c2 


yA... vb-c avb-c) 
Vbtc Nbwcdb-c p -c? 


a 
» Bentuk 
Jb tc 


Cara merasionalkan bentuk ini adalah 


Aa ne ana 
lbtlc Nbtlc NbrJe —— b-c 


a 
» Bentuk Tni ce 


Cara merasionalkan bentuk ini adalah 
a 1 a (Vb? — Vbc 4 Vc?) a(Vvb? — Vbc 4 Vc?) 
Vb4 Vc Vb4Vc (Vb2— Vbc4Vc2) b4c 


aa (Vb24Vbc4Vc2) a(Vb? 4 Vbc 4 Vc?) 
Vb — Vc Nb4VC (Vp24 Vbc4 Vc2) b-c 


Menyederhanakan Bentuk Akar Ica -- b - 2“ab 


Bentuk Vlax b)t-2Jab dapat disederhanakan menjadi bentuk (Va t Vp) dengan 


a, b bilangan real dan a » b. 


Contoh 1: 


(OSK, 2013) Misalkan a dan b adalah bilangan asli dengan a » b. Jika vV94 # 22013 — 
Va #vb, maka nilai a — b adalah ... 
Pembahasan: 


Untuk a,b 2 0 maka kita peroleh 


((a 4 b) 4 2Vab —- Ya #Vb 
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Sehingga untuk kasus 


94 4 2/2013 — 161433) 4 2VGT. 33 — V61 #33 


Jadi, a— b — 61— 33 — 28. 


Contoh 2: 

1/231/2 
Tentukan nilai dari | 4 I8 #13 4 av3| | 
Pembahasan: 


Perhatikan bahwa 


|13 43 — 113 4 212 — (42 41) 4 2VTZ. —V1241 
1/2 
4 lesag — 13 4 (V12 41) - (44 2/3 — G1) 5341 


14 e sg - Io 34 1) — Jetvg 


— 3 SE 012 163) 


1 
— 2 (V6 # V2) 
Contoh 3: 
Tentukan nilai dari V45 # 20V5 #45 — 20v5 
Pembahasan: 
Alternatif 1 


Perhatikan bahwa 


|45 4 20V5 — |45 4 2500 500 - 125420) 42/2520 25.20 — V25 # V20 
|45 — 20V5 — Jas — 2500 - e54207-2 V25.20 — V25 — V20 


Jadi, V45 4 20v5 #45 — 20V5 — (5420) # (5 — V20) — 10 


Alternatif 2 


Misalkan y — V45 # 20v5 #- V45 — 20v5 maka 


y2 5 45 # 20V5 #45 — 205 4 2/452 — 202.5 
— 90 #2v25 — 100 
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y510 


Contoh 4: 


Jika #5 - a(V36 4 Vb 41) dimana 400 « a « 500 maka tentukan nilai dari a 4 b. 


Pembahasan: 


2015 2015 (V624V641) 2015 
2015 2015 (TANGAN) 2015 (yaa KGAN) 
V6—1 V6-—1 (V624V641) 6-1 

— 403(V36 # V6 41) 


Jadi, a tb — 403 #- 6 — 409 


LATIHAN SOAL 6.d 
Bagian I 
1. Diketahui 
V7 43 V7 — V3 
“A3 "7443 


Tentukan nilai dari x - y4 4 (x 4- y)? 


2.  Sederhanakan bentuk berikut dengan merasionalkan penyebutnya 
V2 t V3 — V5 
IE 

3. (SSSMO, 2002) Hitunglah nilai dari 


(V10 #V11 # V12)(V10 4 V11 — V12)(V10 — V11 # V12)(V10 — V11— V12) 
4. Nilai x yang memenuhi Wara) -| 3-212) —3/2 adalah ... 


5. Hitunglah nilai dari 
ip V15 # V35 #21 45 
V3 # 2V5 4 V7 
6. Diketahui bahwa: 
2015 2015 2015 a 
DTEV2 V2” To0vsox9ovioo Bb 
dimana a dan b relatif prima, maka tentukan nilai dari a 4 b 
7. Susunlah tiga bilangan berikut mulai dari yang terkecil sampai yang terbesar. 
a — V2013 — V2012,h — V2014 — V2013,c — V2015 — V2014 


8. Banyaknya bilangan prima x yang memenuhi ketaksamaan 


3 3 
——sxx 
Tea Ur 3 


adalah ... 
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9. Hitunglah nilai dari 
1 si 1 4 2 
1-V5 14V5 14V5 
10. (CHINA, 1993) Tentukan angka terakhir dari ekspresi 
2 Vla 53 4/35 an 
x | —-:w 


3 
4-4-a 3—a 


11. (CHNMOL, 1993) Sederhanakan bentuk 


12. (CHINA, 1998) Hitunglah nilai dari 


I1998 x1999x2000x 2001 -1 
4 


13. Diketahui a— V4 # V2 #1, tentukan nilai dari 
3 3 1 


a ag a? 


Bagian II 
1.  (SSSMO-J, 2007) Tentukan nilai dari 


XI — 6x? — 2x2 4 18x 4 23 
x2 — 8x #15 


jika x — V19 — 8V3 


2. Diketahui bahwa y adalah bilangan bulat yang mendekati bilangan 


Tentukan nilai dari | 4 4,/y. 


3. (CHINA, 1998) Diketahui x # y — V3vV5 — V2, x —y —- V3V2 —V5, Tentukan nilai 
dari xy. 


4. (CHINA, 1994) Sederhanakan bentuk 19 — V15 — V16 — 2/15 
5. Sederhanakan bentuk |1642(2 4V5)(2-4v7) 


6. Sederhanakan bentuk 
Ja 4 VTS 4 Je - TS -2 13 — V5 


7. (SSSMO-J, 2002) Tentukan nilai dari 
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2 2 
5—2V6 54-26 


Misalkan a 5 O,a #1 bilangan real. Bilangan x disebut 
logaritma dari bilangan N , N - 0, dengan basis ajika a” — N. 
Dalam kasus ini ditulis sebagai x — log, N 


e. Persamaan Logaritma 


Definisi Logaritma 


Sifat-Sifat Logaritma 
Kita asumsikan bahwa a 5 O,a #1,M 5 0,N 5 0 maka berlaku sifat-sifat berikut: 
1) log,(MN) — log, M #-log, N 
M 
2) log, (&) — log,M — log, N 
alo8aN —N 


log, N9 —@ log, N, @ sebarang bilangan real 


dog, b)dog,a) — 1, b 5 0,b #1 


) 
) 
5) log,e(N) — 5 log, N,6 # 0 bilangan real 
) 
) (og,b)dog,c) —log,c, a,b,c 5 O,a,b #1 


Persamaan Logaritma 
1) Bentuk log,f x) —log,n 


Jika log,f(x) —log,n,a 5 Oa #1,f(x) 5 0, maka f(x) -n 


2) Bentuk log, 96x) — log, g(x) 


Jika log, gCx) — log, g(x),a # b,a,b 5 O,a,b # 1, maka 


gx) 51 


3) Bentuk log,f (x) —log,g(x) 


Jika log, fx) —log,gXx), a25 Oa #1,f(x),g(x) 5 0, maka 
fc) - g(x) 


4) Bentuk logxo9 960) — logyoe h(x) 


Jika l0g rc 9 — log pay KO, Ff O,9), KG) 2 0, f(x) #1, 


maka g(x) — h(x) 
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5) Bentuk a log”, f0) #b log f(x) tc — 0 


Untuk menyelesaikan bentuk ini, ikuti langkah-langkah berikut: 


“ Memisalkan dahulu y — log, f(x) 

“Dari pemisalan tersebut, akan diperoleh bentuk persamaan kuadrat 
dalam y, yakni ay? -by4-c—0 

“Selesaikan persamaan kuadrat yang kamu peroleh tadi, sehingga 
diperoleh nilai y. 


“  Substitusikan nilai y tadi ke pemisalan semula, yakni y — log, f(x) 
“Sehingga akan kita peroleh nilai x 
“Cek, nilai x tersebut harus menyebabkan nilai f(x) - 0 
Contoh 1: 
(AMC12B, 2003/17) Jika log,p(xy?”) —1 dan log,p(x?y) — 1, berapakah nilai 1og,, (xy)? 
Pembahasan: 


Perhatikan bahwa 

Dari log,o(xy”) — 1 dan log,o(x?y) — 1 maka kita peroleh 
logsox #3 logyoy —1.....(x) 

2logsox #logyoy 5 1...... (-x) 


Dengan eliminasi/substitusi (") dan ("“ 


— 


, maka kita peroleh: 


1 


& logioy — 5 


Dul N 


logo x — 


Jadi, log10(xy) — log19x #logioy — 3/5 


Contoh 2: 


(AMC12A, 2002/14) Untuk semua bilangan bulat positif n, misalkan f(n) — log»902 n2.. 
Misalkan N — f(11) # f(13) # f(14), maka nilai yang mungkin untuk N adalah 
Pembahasan: 


N 5 F1) 4 f(43) 4 f(14) — 1085902 (11.11.13.13.14.14) — log»992 20022 — 2 


Contoh 3: 

(AMC12B, 2002/22) Untuk semua bilangan bulat n lebih dari 1, didefinisikan 

an -(log, 2002)“. Misalkan b- ap tag Hay Has dan 

C-A9ta,t ap Ht A3 t a44. Berapakah nilai b-c? 

Pembahasan: 

Kita mempunyai: 
1 

“1 Togn 2002 

b—c — (l0g»950212-3.4.5)) — (log»902110.11.12.13.14/) 
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2.3.4.5 


10.11.12.13.14 “1 


1 
) 5 1082002 777314 ” 


— log2002 ( 


LATIHAN SOAL 6.e 
1. (HSMC-USC, 2014) Misalkan bilangan a didefinisikan 
log, (10) #1og,(102) 4 --- #log,(1019) — 110. 
Tentukan nilai a? 
2. (HSMC-USC, 2008) Tentukan nilai dari log» (doggy 37198381) 
(HSMC-USC, 2012) Berapakah nilai dari Jog» 3) dog3 4) (log, 5) ... (log,3 64)? 
4. (HSMC-USC, 2012) Jika x & y bilangan real positif, yang keduanya tidak 
sama dengan 1, tentukan nilai terkecil non-negatif dari log, y # log, x. 
5. (HSMC-USC, 2011) Jika x —logy2 & y — log- 4, tentukan log, 15 dalam 
suku x dan y 
6. (HSMC-USC, 2010) Andaikan a dan x dua bilangan real positif yang 
memenuhi log, x #log, a — 3. Tentukan nilai dari (log, x)? 4 (log, a)2. 
7. (HSMC-USC, 2010) Andaikan log, x — 5, berapakah nilai dari log, 8? 


8.  (HSMC-USC, 2006) Tentukan nilai dari 


log» 3.log, 5.loge 7 
log, 3.logg 5.logg 7 


9. (HSMC-USC, 2006) Didefinisikan barisan s, — 22””6 dan untuk n 2 1, 


. og» sn, Jikasr 50 
Sn41 — 0, Si S0 


Tentukan nilai terkecil bilangan bulat n sehingga s, «1 
10. (HSMC-USC, 2003) Misalkan a dan b dua solusi positif persamaan 


4 
l10g3, 3 #1og»7 3x — “3 


Berapa nilai dari a # b? 


11. (HSMC-USGC, 2001) Tentukan nilai x yang memenuhi persamaan 
log, Vx473 4 3 log, (16x) — 7 
12. (HSMC-USC, 2000) Berapa banyak solusi yang dimiliki persamaan 
log,(5x — 2) — 3 untuk bilangan real x » 2? 


13. (HSMC-USC, 2013) Tentukan nilai k sehingga persamaan log,9(kx) — 


2log,py(x #1) mempunyai tepat satu akar real. 
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7. Barisan dan Deret 
Pendahuluan Barisan 
Perhatikan barisan sederhana berikut: 1, 2, 3, 4, .... Ini mudah kita dapat menentukan suku 
berikutnya, yakni dengan menambah 1 suku sebelumnya. Jadi, rumus suku ke-n barisan 


sederhana ini adalah n. Di bawah ini ada tabel tentang rumus suku ke-n suatu barisan: 
Barisan Rumus Suku Ke-n 


ii Sebab 2n-1 
13, 8, 3, . 18-5n 

1, 4, 9, 16, ... n? 

1/2, 1/45 1/8. te" 

1 5 7 1 n 
TA 3 1- eta 
2 73 (1) 


NB: untuk neN dan n—1 berkorespondensi dengan suku ke-1 dari suatu barisan, n— 2 
berkorespondensi dengan suku ke-2 dari suatu barisan, dst. 


Notasi Penjumlahan 
Perhatikan penulisan jumlah dari kuadrat n bilangan asli pertama dalam notasi sigma adalah 


n 

IKI en 5 5 j2, Contoh lain penulisan dalam notasi sigma adalah sebagai 
j1 

berikut: 


n : 
V 1-244-84...4(2)15 3 (—3)' 
-0 
n 
Vo A23 an XII 


i- 
Contoh-contoh di atas merupakan jumlah berhingga, berikut diberikan contoh jumlah tak 


berhingga: 
00 I 
v Mn - BD — 
2 4 8 2012 
(oo) 5 
Vo 14244484... X2 —10 


i-0 
Contoh 1: 


0, Lan)! 
Tentukan nilai $' Tu (051.23... (N-L).N) 
2 
Pembahasan: 
4 Lo 21 4 6! | 
» NP SA NP Sa —-1t6-490-2520-2617. 
j4 20 2 4 8 16 


Barisan & Deret Aritmatika (Deret Hitung) 
Pada saat di SMP Kelas IX, telah di bahas tentang baik Barisan dan deret Aritmatika maupun 
geometri. Di sini akan direview tentang rumus suku ke-n, rumus jumlah n suku pertama, dan 
rumus suku tengah. 

U, —a-(n-—1)b 
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S5 Sta: Un)- 5 &at(n—1)b) 
U:- lahar , dimana n merupakan bilangan ganjil 
Ket: 
Us : Suku ke-n 
Sp : Jumlah n suku pertama 
U, : Suku tengah 
a, b, & n berturut-turut: suku pertama, beda, dan banyaknya suku 
b5-Up —Uj —U3 —Up -.... -U, —Us4 


Perhatikan deret berikut, 1-2--3..... -(n—1)-n, merupakan jumlah n suku pertama 
bilangan asli, juga merupakan deret aritmatika dengan a-b-1. Sehingga 


n n ntn--1 
S, 2211-10-11 1)- A1), 

n 
Tadi Y Ie 3 sh NI), 

i-A 2 
Contoh 2: 
Tentukan nilai jumlah: 19962 —19952 419942 —19932 4... 22 —12 
Pembahasan: 


Jumlah pada soal, dapat kita tulis sebagai 
h 9962 —4 9952 Ji 9942 —19932 Pena 1p2 -?) dan jika kita amati maka terdapat 998 
pasang bilangan. Sehingga dapat dapat menulis dalam notasi sigma, 


998 998 
3 (em? -(en-41P)- 3 lan? “an? -an-1) 
i-1 i-1 
998 
- 5 (4n—1) 
i- 
998 998 
54 n- YAI 
i- i-1 
28 soogooe #1) 99g-998000 
Contoh 3: 
(OSK, 2009) Jika xx41 — xx #5 Untuk k — 1, 2,3, ... dan x, — 1 Maka x1 Hp #xy0o 5" 
Pembahasan: 


Perhatikan bahwa xx41 — xx — 5 &x7 — 1. 


Ini merupakan deret aritmatika dengan beda 2 dan suku pertama 1. 


400 1 
X4 # X2 tb - Xa0o0 — S400 — — 2 1 # 399.7) - 200(2 # 199,5) — 40300. 


LATIHAN SOAL 7.(1) 
1. (HSMC-USC, 2010) Berapa bilangan bulat positif terkecil sehingga 1 4 2 #3 -- 


"“#-n25100? 


2. Misalkan fax! adalah barisan bilangan bulat sehingga a, — 1 dan 
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Am4n 5 Am An # mn untuk setiap bilangan bulat positif m dan n. Maka a2915 
adalah ... 

3. Diketahui U,, U,, U3, ... dengan U, — U,-, #U,-» — Ountuk n 2 2. Jika S,4992 — 1865 
dan S,g96s — 1492. Tentukan S,4024186:- 
Catatan: (S,, — Y, U)) 

4. Jika jumlah 2015 bilangan bulat positif berurutan adalah sebuah bilangan kuadrat 
sempurna. Tentukan nilai minimum dari ke 2015 bilangan tersebut. 

5. Misalkan fu,) adalah barisan aritmatika dengan 

Uy FUp be 4 Uz99o 5 100 & Uji KH Us92 EH Up99 5 200 

Berapakah nilai dari us915 — U2914- 

6. (OSK, 2006) Diketahui x # (x #1) #- (x4#2)-4#---450 — 1139. Jika x bilangan 
positif, maka x — ::- 

7. (OSK 2006) Barisan 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, --- terdiri dari semua bilangan asli yang bukan 
kuadrat atau pangkat tiga bilangan bulat. Suku ke-250 barisan adalah : : 

8. (OSP, 2009) Bilangan rasional a X b X c membentuk barisan hitung (aritmatika) 
dan £# . #5 - 3. Banyaknya bilangan positif a yang memenuhi adalah ... 

9. (OSK, 2006) Pada sebuah barisan aritmatika, nilai suku ke-25 tiga kali nilai suku ke-5. 


Suku yang bernilai dua kali nilai suku pertama adalah suku ke ... 


10. (OSP 2011) Diberikan barisan bilangan rasional fax Teen yang didefinisikan dengan 


an —1 En 
A4 —2 dan ap, 4 — di , NeN. Nilai a59141 adalah .... 


n 
11. (SPMB, 2002/II) Enam buah bilangan membentuk deret aritmatika. Jika jumlah empat 
bilangan pertama adalah 50 dan jumlah empat bilangan terakhir adalah 74, maka jumlah 


bilangan ketiga dan keempat adalah .... 

12. (SPMB, 2002/III) Suatu deret aritmatika terdiri dari sepuluh suku dan jumlahnya 145. Jika 
jumlah dari suku keempat dan suku kesembilan sama dengan lima kali suku ketiganya, 
maka beda deret adalah .... 

13. (AIME, 1989) k adalah bilangan bulat positif yang memenuhi 36 4 k, 300 4 k,596 #-k 
adalah kuadrat dari tiga bilangan yang membentuk barisan aritmatika. Tentukan k. 
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Barisan & Deret Geometri (Deret Ukur) 


Berikut rumus-rumus berkaitan dengan barisan geometri: 


ar" —1 
" di r51 
— n—1 si 
U, ar", S, 5 da3 
n r1 
1—r 
Keterangan: 
UV. : Suku ke-n 
Ka : Jumlah n suku pertama 


a,r,&n : Berturut-turut menyatakan suku pertama, rasio, dan banyaknya suku 


U,  U3 Ur 
r-—- —-a-s.c 

U, UV» Un—1 
Contoh 1: 


Rumus jumlah n suku pertama diberikan sebagai berikut: 3” —1, berpakah suku pertama deret 
ini? Apakah deret ini merupakan deret geometri dan jika ya, berapakah rasionya? 
Pembahasan: 


5 231 dan Sa 20", 
Sekarang, rumus suku ke-n deret ini: 

Un 285 "3222 
Jadi, U, - 2-2. 
Jelas, ini merupakan deret geometri dengan rasio 3. 


Contoh 2: 

1 63 177 
4 4 

4 8 16 


Tentukan rumus jumlah n suku deret: 5 4 


Pembahasan: 
3 21 63 177 


-—4—-4 
2 4 8 16 


aa 


ea B)s(Se 3 Jeles(- Jelt-3y Ja 
Sesssema( 3) A4) (3 AJ | 


i 
“ia 3 (-3) 
-A AA 2 


I 
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(A1 AU 3 
2 
2 n n 
.Sn4n 1 -3 4 181411 -) 41. 
2 3 2 2 3 2 
LATIHAN SOAL 7.tii) 


1. (SPMB, 2002!!!) Jika tiga bilangan g, s, dan t membentuk barisan geometri, maka 


: t2s4t 4 
tunjukkan bahwa "Z - 15 
g#ts g 


2. (OSK, 2014) Diberikan tiga bilangan bulat positif berurutan. Jika bilangan pertama 
tetap, bilangan kedua ditambah 10 dan bilangan ketiga ditambah bilangan prima, 
maka ketiga bilangan ini membentuk deret ukur. Bilangan ketiga dari bilangan 
bulat berurutan adalah .... 

3.  (CMO, 1975) Pada sebuah bilangan positif 3,27 mempunyai arti bahwa 3 mewakili 
bagian bulat dari bilangan dan 0,27 mewakili bagian desimal suatu bilangan. 
Tentukan bilangan positif yang memenuhi bagian desimal, bagian bulat, dan 
bilangan itu sendiri membentuk barisan geometri. 

4. (CMO, 1979) Buktikan bahwa A,4» 2 G,G, jika 

. ab 50 
ii. a,A,, A»,b adalah barisan aritmatika dan 


iii. @,G,,G», b adalah barisan geometri. 


8. Prinsip Teleskopik 
Ada dua bentuk umum dari prinsip teleskopik, yakni penjumlahan dan perkalian. 


n 
v Pan, — FA) (PA) Fo) 4. (Fa — no) (Pn hn 


ko 3 F4 PA Pn 


Y Aa 2 
k2 FA AR R3 En ni KR 
Contoh 1: 
U JG 3 ui 1 J-- 
4 5 6 2015 
Solusi: 
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Ini merupakan salah satu contoh penerapan dari teleskopik perkalian, 
| 1 | 1 | 1 | 11345 2014 3 
4 5 6JA 2015) 456 2015 2015 


Contoh 2: 


2015 
Hitunglah bentuk dari 9” k!k 


k-l 
Solusi: 
Jika kita tulis, K! k — K! (k41 -1)- (k--1) — k!, maka soal di atas dapat ditulis menjadi 


vb 


015 
(Kk #2)-k!) ) setelah menerapkan konsep teleskopik penjumlahan kita dapat 
k-1 


2015 
Y kk — (2015) 1. 


k-1 


Contoh 3: 


(oo) 
Buktikan bahwa J1 5 
n-—2 


Solusi: 
Perhatikan bahwa: 


2-33) 333) 


n2 IX -—0 N 
A1 NI1 NN 11 
“N 2 2N 2 2N 


- 1 1 
Ketika N medekati takhingga, maka JT | 5) 5 (Terbukti) 
n—2 n 


Contoh 4: 


Buktikan bahwa 
1 1 2 1 0 
14v2 V24V3 V99 # V100 


Solusi: 
Dengan merasionalkan penyebut masing-masing suku pada ruas kiri dan menggunakan prinsip 


teleskopik penjumlahan maka kita peroleh: 


(WA V2) # (V2 — V3) 4-4 (V99 — V100)| — —(1 — 10) — 9 (terbukti) 
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Contoh 5: 
Hitunglah 1.1! 4 2.2! 4 3.3! ---- 47.7! 
Solusi: 
Perhatikan bahwa 
mA4#1)! —n! 5 mE41).n! —n! —n.n! 
Sehingga permasalahn pada soal ekuivalen dengan 
(2! —1) 4 (3! —2) # (MH — 31) 4-4 (8! — 7!) 5 8! — 1! — 40320 — 1 — 40319. 


LATIHAN SOAL 8 
1. (HSMC-USC, 2011) Misalkan (1 —--) (1 —-)... (1 --——5) - ——. Tentukan 


“ 20112) 22011 
nilai dari x. 
2. (HSCM-USC, 2010) Berapakah nilai dari 
1 2 3 99 
pita Too 
3. (HSMC-USC, 2007) Berapakah nilai dari 
3 4 5 2007 


Tee nata en” 1 20051 20061 H 2007 


4. (HSMC-USC, 2003) Berapakah nilai dari 


1 . 1 : 1 : 1 2 ? 
( -) ( z5) ( aja 0032)” 
5. Tentukan hasil dari 


Tea Te it ian ia 5 
3 4 5 2014” 2015 


6. Untuk bilangan real x dirumuskan suatu fungsi 


fc) - Tx 
Maka tentukan hasil dari 
2014 
f@. 
i-—2014 
7. Nilai dari 
1 1 1 
1223 34” 20142015 


8. Tentukan nilai dari 
ne Ha 5 
1"Ik2 "Ie243"”” "ed babe Ifib 
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9. Segitiga harmonik (Variasi dari Segitiga Pascal) mempunyai sifat-sifat berikut: 
i) Baris ke-n mempunyai n elemen/entri, elemen pertama dan terakhir adalah 
1/n. 
ii) Tiap-tiap elemen adalah jumlah dari dua elemen dibawahnya langsung 
(pada baris sesudahnya). 


Beberapa baris segitiga harmonic disajikan dalam gambar berikut: 


1 
1/2,1/2 
1/31/6n1 /3 
1/4 ANDA. 1 /4 
1/5 4/20 1/30 1/21 /5 


Semua jumlah dari elemen/entri segitiga harmonik adalah Data adalah divergen. 
Tentukan jumlah semua elemen/suku pada daerah yang diarsir. 


10. (HSMC-USC, 2014) Barisan bilangan fa,,: didefinisikan sebagai 


1 x . daa 
na ai dimana n bilangan bulat positif. Jumlah n suku pertama 


barisan fa,3 didefinisikan sebagai S,, — »'-, ay. Berapa banyak suku-suku dalam 


barisan S,, S2, ..., Sz914 yang merupakan bilangan rasional? 


1 . 2 
NB: S, 5 a, - — irrasional 


242 
11. (HSMC-USC, 2000) Pertidaksamaan berikut berlaku untuk semua bilangan bulat 
positif n: 
1 
vn#-1—vyn « cvn—vn—1 
1 vV4n H1 1 


Berapa nilai bilangan bulat terbesar yang kurang dari 
24 
LA 
LaNan 41 


9. Metode Pembuktian 
Pada hakekatnya, semua soal dalam matematika mempunyai struktur yang sama. 


Struktur tersebut berbentuk Implikasi. Implikasi merupakan pernyataan majemuk yang 
berbentuk “» —g”, dibaca jika p maka g. Adapun tabel kebenaran untuk implikasi 


adalah 
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1-9 


"www rs 
n won wa 
UN cma || 


Dari bentuk implikasi kita dapat membentuk implikasi baru. Implikasi baru itu adalah 


konvers, invers, dan kontraposisi. 


p g p—49 GAP 145p P2 4 
Implikasi Kontraposisi Konvers Invers 

B B B B B B 

B S S S B B 

S B B B S S 

S S B B B B 


Dari tabel di atas maka jelas bahwa 

» Implikasi ekuivalen dengan Kontraposisi 

»  Konvers ekuivalen dengan Invers. 

Berikut ini akan dibahas dua metode pembuktian dalam matematika: 

A. Bukti Langsung 
Metode ini merujuk pada proposisi bahwa 
Jika kita misalkan bahwa p bernilai benar maka dengan informasi yang sudah kita 
punyai dari p, kita harus membuktikan bahwa g benar. Secara umum alur dari 


metode ini adalah: 

Proposisi: Jika p, maka g. 
Bukti: 

Andaikan p 


Jadi g berlaku. 


Contoh 1: 

Misalkan x dan y bilangan positif. Jika x X y, maka buktikan bahwa Vx & VP: 
Pembahasan: 

Andaikan x & y 

Kurangkan y dari kedua sisi, maka kita peroleh 


XxX—ySO0 
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9 - YM so 
WE WE) s0 


Karena x, y bilangan positif, maka (Vx 4 ,/y) merupakaan bilangan positif 
Bagi kedua ruas dengan (V'x 4 ,/y) maka kita peroleh 

Vx — /y S O. Ini berarti Vx « /y 

Jadi terbukti bahwa Vx & /y 


Contoh 2: 

Buktikan bahwa jika x, y bilangan real positif maka 2,/xy Sxt4ty. 
Pembahasan: 

Andaikan x, y bilangan real positif 

Maka kita mempunyai (x — 7)? » 0 

x2 4y2 — 2xy 20 

x2 4 2xy 4 y' 2 4xy 

(x 4 y)? 2 4xy 

aya 2/xy 


Jadi, terbukti bahwa 2,/xy « x 4 y. 


LATIHAN SOAL 9.A 
1. Misalkan f:R — R sehingga 
F (2) 401 
3 2 
untuk setiap x, y € R. Buktikan bahwa f fungsi konstan. 


2. Misalkan a,b,c adalah bilangan real bukan nol yang berbeda sehingga 


1 1 1 
aAt-—5b4—-504— 
b 5 a 
Buktikan bahwa (abc)? —1 
3. Jika (px —r) & (x—r) merupakan faktor dari sukubanyak 
YO 5x 4-px? H-gx tr 
dengan p, g,r tidak sama dengan nol maupun satu. Buktikan bahwa 
pg tprtag 
ppt 


4. Misalkan A — V5 #22 4#2v5 dan 
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B— Ini 4 2V29 4 lo - 2142 155 — 10v29 


Buktikan bahwa A — B — 0 
5. Jikaa,b,c,d € R memenuhi persamaan 
(a4#b) -a? #b? — (c4td) 40244, 
buktikan bahwa (a #4 b)# Hat #bt — (c#d)4-c Hadi. 


B.  Kontradiksi 

Cara pembuktian dengan metode ini adalah sebagai berikut: 

1. Pernyataan diasumsikan salah 

2. Kita harus menemukan suatu pertentangan dengan kondisi yang sudah 
diketahui di soal/fakta dalam matematika/teorema sebelumnya. Kontradiksi 
ini menunjukkan bahwa pernyataan pada soal adalah benar. 

Untuk lebih memperjelas tentang metode pembuktian dengan kontradiksi, maka 

perhatikan beberapa contoh berikut: 

Contoh 1: 

Buktikan bahwa tidak ada fungsi f:Z — (1, 2,33 yang memenuhi f(x) # f(y) untuk 

semua x,y € Z sedemikian sehingga |Ix — y| € (2, 3,5) 

Pembahasan: 

Andaikan f ada. 

Misalkan f(0) —a & f5) —b,a,bef1,2,33, a#b. 

Karena (5 —2| —3, (2 — Ol — 2 maka kita mempunyai f(2) # a,b 

Sehingga katakana saja bahwa f(2) — c 

Akhirnya karena |3 — O| — 3,/3 — 5I — 2, kita mempunyai f (3) — c 

Sehingga f (2) - f(3) 

Dari kondisi tersebut di atas maka untuk sebarang x yang tidak sama dengan nol, 

maka kita peroleh f(x #2) — f(x #3). Jelas hal ini kontradiksi dengan yang 

diketahui bahwa untuk setiap x,y € Z berlaku f(x) # f »). 


Jadi, terbukti bahwa tidak ada fungsi f yang memenuhi kondisi pada soal. 


Contoh 2: 

(COMC, 1999) Jika (bd#-cd) adalah bilangan ganjil, tunjukkan bahwa 
sukubanyak x? 4#-bx? #-cx#d tidak dapat diekspresikan ke dalam bentuk 
(x4#r) (x2 #-px #g) dengan b,c,d,r,p & g semuanya adalah bilangan bulat. 
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Pembahasan: 

Andaikan sukubanyak f(x) —-x? #-bx2 #-cx#d dapat dinyatakan ke dalam 
bentuk (x4#r) (x? #-px#g) dengan b,c,d,r,p&g semuanya adalah bilangan 
bulat, maka kita peroleh: 

Fox 4bx? box HA 5 K4) K2 4px 4) 5x4 (pH 1)X2 4 pr HA Hx Hr 

Dari kesamaan di atas, maka 


OT — ea ON 
Dg Si eka (2) 
PET banana (3) 


Karena bd #cd — (b-#-c)d bilangan ganjil maka jelas bahwa d dan b-#c 
keduanya ganjil. Karena d ganjil maka persamaan (1) maka jelas bahwa g dan r 
juga ganjil. Dari persamaan (2) dan (3) kita peroleh: 

b4c05— (p41)4- Dr4-9)5—p(1-#r)#r#g 

Karena ruas kiri adalah bilangan ganjil. Karena r ganjil maka p(1-#r) genap. 
Untuk g ganjil maka r-g genap. Sehingga ruas kanan genap. Hal ini suatu 


kontradiksi. 


Jadi, Terbukti jika (bd #-cd) adalah bilangan ganjil, tunjukkan bahwa sukubanyak 
x? #bx? #cx #d tidak dapat diekspresikan ke dalam bentuk (x #-r) (x? #- px #9) 


dengan b,c, d,r,p & g semuanya adalah bilangan bulat. 


LATIHAN SOAL 9.B 
1. (COMC, 2001) Misalkan g(x) — x? #px? #-gx #r dengan p, g, dan r 
bilangan bulat. Buktikan bahwa jika g(0) dan g(—1)keduanya ganjil maka 
tidak mungkin ketiga akar persamaan g(x) — 0 semuanya bilangan bulat. 
2. (JMM, No 11/2009) Buktikan bahwa system persamaan 
2 Ka ee aan 
Xx y z 
y—z5 /3yz 
tidak memiliki solusi real taknol (x, y,z). 
3. Diberikan a,b,c adalah bilangan real serta a dan 4a # 3b 4 2c mempunyai 
tanda yang sama. Tunjukkan bahwa persamaan ax? # bx #c — 0 kedua 


akarnya tidak mungkin terletak pada interval (1, 2). 
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BAB II 
TEORI BILANGAN 


1.  Keterbagian 
Definisi 
Jika a dan b bilangan bulat dengan a # 0, kita katakan a membagi b jika ada bilangan bulat c 
sedemikian sehingga b — ac. Jika a membagi b, kita katakan juga bahwa a adalah pembagi 
atau faktor dari b atau b merupakan ke/jpatan dari a. 
Jika a membagi b dapat kita tulis alb dan jika a tidak membagi b, kita tulis a 4 b . 
Contoh 1: 
Berdasarkan ilustrasi tentang konsep keterbagian dari bilangan bulat, maka 
13|182, —5/30,17/289,—3/33,2015/0,  & 7451 
Contoh 2: 
Pembagi dari 6 adalah t1, t2, t3, & t 6. Adapun pembagi dari 17 adalah t1 dan #17. 


Sifat-Sifat Keterbagian 

Jika a, b, c, m, dan n merupakan bilangan bulat maka berlaku sifat-sifat berikut: 
a. ala (setiap bilangan bulat membagi dirinya sendiri) 

b.  Jikaalb & blc, maka alc. (sifat transitif) 

Jika cla & clb, maka c|(xa #y b). (sifat kelinieran) 

Jika alb, maka calcb. (sifat perkalian) 

1la 

Jika all, maka a — #1 

al0, az0 


TG Xo a O 


Jika alb & bla maka a— tb 


Bukti untuk sifat a & d — h diserahkan kepada pembaca. Sekarang akan kita buktikan sifat b 
dan c. 

Sifat b 

Karena alb dan b|c maka ada bilangan bulat e dan f sedemikian sehingga b — ae dan c — bf. 
Perhatikan bahwa c — (ae)f — alef). Karena e dan f bilangan bulat, maka ef juga bilangan 
bulat, sehingga dapat kita simpulkan bahwa alc. (terbukti) 

Sifat c 

Karena cla danc|b maka ada bilangan bulat e dan f sedemikian sehingga a — ce dan b— cf. 
Perhatikan bahwa ma #nb —-m (ce) #n(cf) —c (me #nf). Karena m, e,n,f bilangan bulat 


maka me--nf juga bilangan bulat Sehingga dapat kita simpulkan bahwa c| (ma # nb). (terbukti) 
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Contoh 3-a: 

Karena 3|21 & 3/33, berdasarkan sifat c maka 3 membagi 5 x 21 —3 x 33 — 105 —99 —6. 
Contoh 3-b: 

Buktikan bahwa untuk semua bilangan bulat n, n? 4 3n # 5 tidak habis dibagi oleh 121. 
Pembahasan: 

Perhatikan bahwa n? 4 3n #5 — (n47)(n— 4) - 33. 

Sehingga 11/n? # 3n #5 & 11|(n #7)(n — 4). Jadi, jika 11 4 (n #7)(n — 4) maka 121 tidak 


membagi n? 4 3n 4 5. 


Kita asumsikan 11 membagi (n-#-7)(n-4), maka 11(n #7 atau 11(n —4. 
Karena 11/n #7 & 11In — 4, maka 121((n #7)(n — 4). 

Jelas bahwa 121 4 33, sehingga 1214 (n #7)(n — 4) 4 33. 

Jadi, untuk kasus ini terbukti bahwa 121 tn? 4 3n #5. 


Algoritma Pembagian 
Jika a dan b bilangan bulat sedemikian sehingga b » 0, maka terdapat secara unik bilangan 


bulat g dan r sedemikian sehingga a — bg Hr dimana Or « b. 


Ket: g merupakan hasil bagi, r merupakan sisa pembagian, a merupakan bilangan yang dibagi, dan b 
adalah pembagi. 


Perhatikan bahwa a dapat habis dibagi b jika dan hanya jika sisa pada lagoritma pembagian 


sama dengan nol. 


Contoh 4: 
Jika a-133 dan b-21, maka g-6 dan r-7, Karena 133 — 21 x 6 #7. Dan juga Jika a--50 dan 
b-8, maka g—-7 dan r—6, Karena —50 — 8(—7) 4 6. 


Definisi 

Jika sisa ketika n dibagi 2 adalah 0, maka n — 2k untuk suatu bilangan bulat positif k dan ini 
kita sebut bahwa n adalah bilangan genap. Sedangkan Jika sisa ketika n dibagi 2 adalah 1, 
maka n — 2k #1 untuk suatu bilangan bulat positif k dan ini kita sebut bahwa n adalah 
bilangan ganjil. 


Dengan cara yang sama, ketika d-—4, kita gunakan algoritma pembagian di atas: Jika n dibagi 
dengan 4, maka sisanya adalah 0, 1, 2, atau 3. Sehingga, setiap bilangan bulat dapat 
berbentuk: 4k, 4k #1, 4k #2, atau 4k #3, untuk suatu bilangan bulat k. 
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Uji Keterbagian Suatu Bilangan 

Misalkan n bilangan bulat positif yang ditulis dalam basis 10: 

a. Bilangan n habis dibagi 2 jika dan hanya jika digit terakhirnya merupakan bilangan genap. 

b. Bilangan n habis dibagi 3 jika dan hanya jika jumlah semua digit-digitnya habis dibagi 3. 

Cc. Bilangan n habis dibagi 4 jika dan hanya jika dua digit terakhirnya merupakan bilangan 
yang habis dibagi 4. 

d. Bilangan n habis dibagi 5 jika dan hanya jika digit terakhirnya merupakan digit 0 atau 5. 

e. Bilangan n habis dibagi 6 jika dan hanya jika jumlah semua digit-digitnya habis dibagi 3 
dan digit terakhirnya merupakan bilangan genap. 

ip Bilangan n habis dibagi 7 jika dan hanya jika digit terakhirnya dikalikan 2, dan menjadi 
pengurang dari bilangan sisa dan hasilnya habis dibagi 7. 
Sebagai contoh, Apakah bilangan 5236 habis dibagi 7? Kita pisahkan 6 (digit terakhir bilangan), 
kemudian 523 — 2x 6 - 511. Dilanjutkan lagi, apakah 511 habis dibagi 7? Kita pisahkan 1 (digit 
terakhir 511), kemudian 51 — 2x 1-49, 19 habis dibagi 7. 
Jadi, 5236 habis dibagi 7. 

g. Bilangan n habis dibagi 8 jika dan hanya jika tiga digit terakhirnya merupakan bilangan 
yang habis dibagi 8. 

h. Bilangan n habis dibagi 9 jika dan hanya jika jumlah semua digit-digitnya habis dibagi 9. 

i. Bilangan n habis dibagi 10 jika dan hanya jika digit terakhirnya merupakan digit 0. 

j. Bilangan n habis dibagi 11 jika dan hanya jika jumlah silang tanda berganti habis dibagi 
11. 
Sebagai contoh, 979 kelipatan 11: amati bahwa (9-749)-11, dan 8679 juga kelipatan 11: amati 
bahwa (8-6#7-9)-0-0x 11, dll. 

k. Bilangan n habis dibagi 12 jika dan hanya jika jumlah semua digit-digitnya habis dibagi 3 
dan dua digit terakhirnya habis dibagi 4. 
Bilangan n habis dibagi 25 jika dan hanya jika dua digit terakhirnya merupakan bilangan 
yang habis dibagi 25. 

m. Bilangan n habis dibagi 125 jika dan hanya jika tiga digit terakhirnya merupakan bilangan 
yang habis dibagi 125. 


Contoh 5: 

(OSK 2003) Ada berapa banyak diantara bilangan-bilangan 20000002, 20011002, 
20022002, 20033002 yang habis dibagi 9 ? 

Pembahasan: 

Jumlah digit 20000002—2--0--0--0--0--0--0--2—4 (tidak habis dibagi 9) 

Jumlah digit 20011002—2--0--0-4-1-1-0--0-2—6 (tidak habis dibagi 9) 

Jumlah digit 20022002-2-0--0--2-4-2--0--0--2—8 (tidak habis dibagi 9) 
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Jumlah digit 20033002—-2--0--0--3--3-0--0--2-10 (tidak habis dibagi 9) 
Jadi, banyaknya bilangan yang habis dibagi 9 adalah 0. 


Contoh 6: 

(OSP 2003) Berapakah bilangan bulat positif k terkecil sehingga 20032003...2003 habis dibagi 
k kali 

9? 

Pembahasan: 

Misalkan N — 20032003 ...2003 


k kali 
Agar N habis dibagi 9 maka jumlah digit N harus habis dibagi 9. 
Karena 2--0--0--3-5 maka jumlah digit N—-5k. 
Jadi, bilangan bulat positif k terkecil yang memenuhi adalah k-9. 


Perlu diingat: 
Perkalian n bilangan bulat berurutan selalu habis dibagi oleh n! 
Coba, kerjakan menggunakan fakta di atas! 


Buktikan bahwa 6|(n? —n) untuk semua bilangan bulat n. 


Contoh 7: 
n2— . 
(OSK-Tipe 3/2012) Banyaknya bilangan bulat n sehingga 2 merupakan bilangan bulat 
2n243 
adalah .... 
Pembahasan: 
n2— 
Perhatikan bahwa :5 - Lan 2 
2nt3 2nt3 


Maka 2n? 4# 3 membagi 70. 

Karena 2n2 #3 » 3, maka nilai 2n2 4# 3 yang mungkin memenuhi adalah 5, 7, 10, 14, 35, atau 
70. 

Dari keenam nilai di atas yang membuat n bulat adalah 5 atau 35. 

Jika 2n? #3 —5, n—1 atau —1 

Jika 2n? #3 — 35, n—4 atau —4 


Jadi, banyaknya bilangan bulat n yang memenuhi ada 4. 


Contoh 8: 

Tentukan semua bilangan bulat positif n sedemikian sehingga untuk semua bilangan ganjil a, 
jika a2 £ n maka aln. 

Pembahasan: 


Misalkan a bilangan ganjil terbesar sedemikian sehingga a?' « n, sehingga jelas bahwa 
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nata 


Jikaa 5 7, maka a—4,a— 2,a adalah bilangan ganjil yang membagi n. 
Hal ini berakibat bahwa (a— 4)(a— 2)aln, dan (a-— 4)(a-— 2)a « (a4 27 
Eguivalen dengan a? — 6a?' # 8a X a' #-4a 4. 
Maka a?' —7a' #4a-—4S0 ataua?'(a—7)#4(a—1) SO, ini suatu yang salah untuk a 2 7. 
Jadi nilai a yang memenuhi a — 1,3, atau 5 
e Jikaa—1, maka1?' kd n« 3?, sehingga ne (1,2,3, ...,8). 
e Jikaa—3, maka 3' «kn « 57, dan 1.3In, sehingga n e (9,12,15,18,21,24). 
e Jikaa—5,maka 5? « n« 77, dan 1.3.5In, sehingga n € (30,45). 
Jadi, nilai n yang memenuhi adalah (1,2,3,4,5,6,7,8,9,12,15,18,21,24,30,45) 


Contoh 9: 

(IMO/Ke 39) Tentukan semua pasangan (a,b) dari bilangan bulat positif sedemikian sehingga 
ab? bh 47 membagi aib tab. 

Pembahasan: 

Dari pernyataan ab? # b 4 7|(a?b -a #b), kita peroleh: 

ab? #b4#7l|b(a2b Ha#tb) —alab? #b #7) — ab? #b 4#7|b? — 7a. 

Kasus I: Jika b? — 7a — 0, hal ini berakibat b? — 7k, 7k?. Perhatikan bahwa (7k?,7k) » 1 


merupakan solusi untuk masalah ini. 


Kasus II: Jika b?' — 7a » 0, maka ab? #b #7 £ b? — 7a dan kita peroleh suatu kontradiksi, 
yakni bh? — 7a Lb? cab“ 4b47 

Kasus III: Jika b' — 7a « 0, maka ab? #b 47 « b2 — 7a. Hal ini mungkin terjadi hanya jika 
b? « 7, yaknib - Lataub - 2. 

Jika b — 1, makaa — Iilataua — 49 

Jika b — 2, 4a#9la #22 — 4a4#9 KS a4#22 5 3a S 13. Sehingga tidak ada nilai a yang 


mungkin. 
Jadi, solusi untuk soal ini adalah: (7k?,7k), (11,1), dan (49,1) 


Contoh 10: 

(Romanian IMO Team Selection Test/1998) Tentukan semua bilangan bulat positif 
(x,n) sedemikian sehingga x" 4 2" 4 1 sebagai pembagi dari x"! 4 2"! 41. 
Pembahasan: 

Kasus I: Jikan — 1, maka x #3|x? 4-5 — (x 4 3)(x — 3) #14 
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Sehingga x # 3 harus membagi 14 dan x yang mungkin adalah x — 4 atau 11. 


Kasus II: Jika n 2 2: 

. Untuk x € (1,2,3) kita punya: 
12”41C1F2”141S A42 1), 
242” 4142 1421 411 2(2”42”41), 
23" #2141) K3" 1 42141 | 1 K 3(3" 421 41). 


Sehingga «" 4 2" 4 1 tidak membagi x” "1 4 2” 41. 


. Untuk x » 4, 


ea “sa an. ah , 
KA he — sehingga 
2 2 2 2 


Pap Hima Mo sa Aga SPAN 


(214 Da « (ena) — (221421141422) 


2 
Jadi, 
A10 42141) 5x11 4271 x—x”—2”"—1 
ga i4201A ex" 2" 17 
Sehingga «" 4 2" 4 1 tidak membagi x” 1 4 2” 4 1. 


Solusinya adalah (4,1) dan (11,1) 


LATIHAN 1 


1. Bilangan a,b,c adalah digit-digit dari suatu bilangan yang memenuhi 49a #7b #-c — 286. 
Bilangan tiga angka (100a #10b #c) adalah ... 

2. Sembilan buah kartu masing-masing diberi angka 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, dan 9. Secara acak 
diambil 4 buah kartu dari tumpukan kartu tersebut sehingga membentuk sebuah bilangan 
yang terdiri dari 4 angka. Berapa banyaknya bilangan tersebut yang dapat disusun 
dimana bilangan 4-angka tersebut lebih dari 800 dan habis dibagi 5? 


x3-—3x4#2 
2x#1 


3. Tentukan banyaknya anggota himpunan S, dimana $ — fx EZ e z!. 


x2—2x47 


4, (OSK, 2013) Diberikan himpunan fx ez 


€ z. Banyaknya himpunan bagian 


2x—1 
dari S adalah ... 

5. (OSK, Tipe 2/2012) Jumlah dari 2012 bilangan genap berurutan mulai dari n merupakan 
pangkat 2012 dari suatu bilangan asli. Nilai terkecil dari n yang mungkin adalah .... 

6. (OSK, Tipe 1/2011) Misalkan kita menuliskan semua bilangan bulat 1, 2, 3, ..., 2011. 
Berapa kali kita menuliskan angka 1? 

7. (OSK, Tipe 3/2011) Jika bilangan m dibagi 5 memberikan sisa 3, dan bilangan n dibagi 5 
memberikan sisa 2: maka mn bilangan bila dibagi 5 akan memberikan sisa .... 
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8. (OSK, Tipe 3/2011) Untuk bilangan asli n, p(n) dan s(n) berturut-turut menyatakan hasil 
kali dan jumlah angka pembentuk n. Jika n bilangan dua angka dan n #p(n) #-s(n) — 69, 
maka n adalah .... 

9. (OSK 2010) Nilai n terkecil sehingga bilangan 20102010 ...2010 habis dibagi 99 adalah ... 


n buah 2010 

10. (OSK 2008) Jumlah empat bilangan asli berturutan senantiasa habis dibagi p. Maka nilai p 
terbesar adalah ..... 

11. (OSK 2003) Misalkan N adalah bilangan bulat terkecil yang bersifat : bersisa 2 jika dibagi 
5, bersisa 3 jika dibagi oleh 7, dan bersisa 4 jika dibagi 9. Berapakah hasil penjumlahan 
digit-digit dari N? : 

12. Misalkan n adalah bilangan lima angka dan m adalah bilangan empat angka yang didapat 
dengan menghapus angka yang ada di tengah dari bilangan n. Banyaknya nilai n yang 
memenuhi bahwa — adalah bilangan bulat ada sebanyak .... 


13. Bilangan palidrom adalah bilangan yang akan sama nilainya baik dibaca dari kiri ke kanan 
maupun dari kanan ke kiri. Contoh-contoh bilangan palindrom adalah 3003, 111, 33, 0, 4, 
32423, 252, 873378. Untuk bilangan dengan digit lebih dari satu, maka digit O tidak 
diperbolehkan ditaruh pada digit pertama. Banyak bilangan palidrom yang kurang dari 
10000 sama dengan ... 

14. Barisan bilangan memenuhi a,43 5 ap12 #ap4, Ha, dengan ne N dann 21 serta 
diketahui a, - —1, ay — 1, & az — 2. Jika a,g — 5866990, a»g — 10791077 dan a39 — 


19847885 maka 
28 


Ya 


i—1 
dibagi 1000 akan memiliki sisa ... 
15. Tiga bilangan genap berurutan a, b, c sehingga 
bc a c b a 
juga bilangan bulat. Tentukan bilangan bulat, S, yang mungkin. 
16. (Seleksi Awal IMO Hongkong/1989) Bilangan 6 digit a1989b habis dibagi 72. Tentukan 


nilai a dan b 


2. Bilangan Prima & Teorema Dasar Aritmatika 
Definisi 
Suatu Bilangan Prima adalah bilangan bulat positif lebih dari 1 yang hanya mempunyai 
pembagi positif 1 dan dirinya sendiri. 


Definisi 
Suatu bilangan bulat positif yang lebih dari 1 yang bukan prima disebut komposit. 
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Contoh 1: 
Bilangan 2, 3, 5, 13, 101, dan 163 merupakan bilangan prima. Sedangkan bilangan 4-—2.2, 
8-4.2, 33-3.11, 111-3.37, dan 1001-7.11.13 merupakan komposit. 


Lemma 

Setiap bilangan bulat positif lebih dari 1 mempunyai pembagi prima. 
Teorema 

Ada tak hingga banyak bilangan prima. 

Teorema 


Jika n merupakan komposit, maka n mempunyai faktor prima tidak lebih dari V'n. 


Contoh 2: 

Tentukan apakah 171 dan 199 merupakan bilangan prima atau komposit? 

v J171 — 13,077. Bilangan prima yang kurang dari V171 adalah 2, 3, 5, 7, 11, 13. Karena 
171 habis dibagi 3, maka 171 adalah bilangan komposit. 

v J199 — 14,107. Bilangan prima yang kurang dari V199 adalah 2, 3, 5, 7, 11, 13. Karena 
199 tidak habis dibagi oleh 2, 3, 5, 7, 11, dan 13, maka 199 adalah bilangan prima. 


Teorema Dasar Aritmatika (Faktorisasi Prima) 
Setiap bilangan bulat positif n » 1 dapat dinyatakan secara tunggal sebagai 
Hp Kp Ka Kp" 
dengan k suatu bilangan asli, p, Xp» X- «px bilangan-bilangan prima berbeda, dan a, 51 
untuk setiap i — 1,2,3,...,k. 


Contoh 3: 

Faktorisasi dari beberapa bilangan bulat positif diberikan sebagai berikut: 
Y DAOSIKIKI KAKI KG KIM 

v 289 517 X17 5172 

v 1001 —7xX11x13 


Teorema Dasar Aritmatika sering digunakan dalam soal-soal olimpiade untuk menentukan 
faktor dari suatu bilangan bulat yang tidak diketahui. Berikut akibat dari Teorema Dasar 
tersebut: 

v n mempunyai k faktor prima yaitu: p,, P2, P3, -... Px- 

“Banyak faktor positif dari n adalah (a, #1)(a, #1)(a3 #1) ... (ay #1). 
“Banyaknya cara berbeda untuk memfaktorkan n adalah 
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Ha, # 1)(a» #1)(a3 #1)... (ap #1). 


Contoh berikut merupakan aplikasi dari faktorisasi prima untuk mencari semua pembagi suatu 
bilangan. 


Contoh 4: 

Pembagi positif dari 120 — 2? x 3 x 5 adalah bilangan bulat positif dengan faktorisasi prima 
berpangkat yang memuat bilangan prima 2, 3, dan 5 dengan pangkat kurang dari atau sama 
dengan berturut-turut 3, 1, dan 1. Sehingga, pembagi bilangan 120 adalah: 


1 3 5 3.5-15 
2 23 -6 25-10 2.3.5 - 30 
2254 2? 3-12 2? 5-20 2? 3.5-60 

2-8 28 3-24 28 5-40 28 3.5-120 


Jika, soal ini dikerjakan dengan akibat teorema dasar seperti yang tertuang di atas, maka: 120 
mempunyai sebanyak (3 #1)(1-#-1)(1-#-1) — 16 pembagi/faktor positif. 


Contoh 5: 
xy 5 40 


Carilah bilangan bulat positif x dan y yang memenuhi kedua persamaan Bi Sea ay 


Pembahasan: 

Perhatikn bahwa 40 — 2? x 5, terdapat (341) (11-1)-8 kemungkinan pasangan (x,y) yaitu, 
(1, 40), (2, 20), (4, 10), (8, 5), (5,8), (10, 4), (20, 2), (40, 1). Kita mudah membuktikan bahwa 
hanya (x,y)-(8, 5) yang jika ditambahkan akan memenuhi 31 — 2x 4 3y . 


Contoh 6: 

(AHSME 1998) Misalkan bilangan 1998 ditulis sebagai suatu hasil kali dari du bilangan bulat 
positif yang selisihnya sekecil mungkin. Berapakah selisih tersebut? 

Pembahasan: 

Perhatikan bahwa, 1998 — 2.32. 37 .Sehingga terdapat (1--1) (3-41) (14 1)/2 —8 faktorisasi 
dari 1998, dengan menganggap bahwa urutan faktor tidak penting. Faktorisasinya adalah: 
11998, 2.999, 3.666, 6.333, 9.222 18.111, & 37.54. Selisih terkecil terjadi ketika faktornya 
hampir sama, yaitu 54-37-17. 


Contoh 7: 

(AMC 10A/2005) Berapa banyak bilangan pangkat tiga yang membagi 3! 5! 7!? (Dimana 
a-1.23..(a—l)a) 

Pembahasan: 

Dengan menuliskan sebagai hasil kali prima, maka 
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315!7!-28 31527, 

Sebuah bilangan berpangkat tiga yang merupakan suatu faktor memiliki faktorisasi prima 
berbentuk 2P 39 5" 75, dengan p,ga,r dan s seluruhnya adalah bilangan kelipatan 3. Terdapat 
3 nilai yang mungkin untuk p, yaitu 0, 3, dan 6. Terdapat 2 nilai yang mungkin untuk 9g, yaitu 0 
dan 3. Satu-satunya nilai untuk r dan s adalah 0. Oleh karena itu terdapat 6—3.2.1.1 bilangan 
pangkat tiga berbeda yang membagi 3! 5! 7!. Bilangan-bilangan itu adalah 
d2 0357 B5 23305I7O 27523573 
64 — 26305070 216- 28385070, & 1728 -— 26385070 


Contoh 8: 

(OSP/2012) Misalkan x, y, dan z adalah bilangan-bilangan prima yang memenuhi persamaan 
34x — 51y — 2012 z. Nilai dari x # y #z adalah ..... 

Pembahasan: 

34x —51y —2012z dengan x, y, dan z bilangan prima. 

Karena 34 dan 2012 habis dibagi 2 serta 51 tidak habis 2, maka haruslah y habis dibagi 2. 
Karena y prima, maka y -2. 


Karena 34 dan 51 habis dibagi 17 serta 2012 tidak habis dibagi 17, maka z haruslah habis 
dibagi 17. Karena z prima, makaz - 17. 


Karenay -2,z- 17, x harus prima, maka x — 1009. 
xt#y4#z— 1028. 


Contoh 9: 


(OSK, Tipe 183/2011) Ada berapa faktor positif dari 2'.35.5972 yang merupakan kelipatan 
10? 
Pembahasan: 


Supaya bilangan 21305372 merupakan kelipatan 10, maka bilangan tersebut dapat ditulis 


dalam bentuk: 2.5 (26385272) maka banyaknya faktor positif yang merupakan kelipatan 10 
adalah (6 #1)(5-4#1)(2-41)(2--1) — 378 faktor. 


Contoh 10: 
Buktikan bahwa untuk sebarang bilangan bulat n » 1, maka bilangan n5 #-n# #1 bukan prima. 
Pembahasan: 
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Perhatikan bahwa, kita memiliki: 

n 4nt41—14nt4n3—n3—n2—n4n24n-4#1 
—XN4n41) —nn24n4#1)4# m2 4n-4#1) 
5 (mM 4n#1) nm? —n-#1) 

merupakan perkalian dua bilangan bulat lebih dari 1. 


Jadi, bilangan n? 4- n# - 1 bukan prima. 


LATIHAN 2A 

1.  Jikan adalah bilangan prima terbesar yang kurang dari 50 dan m adalah bilangan prima 
terkecil yang lebih dari 50, maka nilai dari m -n sama dengan .... 

2. Perhatikan persamaan 2" — 1, tentukan dua nilai terkecil n »— 1 sehingga persamaan 
tersebut tidak menghasilkan bilangan prima. 

3. (OSK, 2014) Semua bilangan bulat n sehingga n? — 51 n? 4# 225 merupakan bilangan 
prima adalah ... 

4. (OSK, 2014) Semua pasangan bilangan prima (p,g4) yang memenuhi persamaan 
7p-9? -2(p-1)g? 

5. (OSK,2013) Misalkan p dan g bilangan prima. Jika diketahui persamaan x2914 — 
px?013 £ 9g 5 0 mempunyai akar-akar bilangan bulat, maka nilai p #g adalah ... 

6. (OSK, Tipe 1&3/2012) Ada berapa faktor positif dari 27355872 yang merupakan kelipatan 
6? 

7. (OSK, Tipe 1/2011) Tentukan semua bilangan bulat positif p sedemikian sehingga p, p - 
8, p 4 16 adalah bilangan prima. 

8. (OSK 2009) Banyaknya pasangan bilangan asli (x,y) sehingga x4 4 4y” merupakan 
bilangan prima adalah ... 


Identitas Sophie German's 
A4 4b' — (Aa? #2b? #2ab)(a? # 2b? — 2ab). 


9. (OSK 2008) Banyaknya faktor positif dari 5! adalah ... 

10. (OSK 2007) Misalkan H adalah himpunan semua faktor positif dari 2007. 
Banyaknya himpunan bagian dari H yang tidak kosong adalah .... 

11. (OSK 2006) Jumlah tiga bilangan prima pertama yang lebih dari 50 adalah ... 

12. (OSK 2005) Faktor prima terbesar dari 2005 adalah ... 

13. (OSK 2004) Bilangan 2004 memiliki faktor selain 1 dan 2004 sendiri sebanyak ... 

14. (OSK 2003) Jika a dan b bilangan bulat sedemikian sehingga a? — b? — 2003, maka 
berapakah nilai a2 4#- b2? (diketahui bahwa 2003 merupakan bilangan prima) 


15. (OSP 2011) Jika n bilangan asli dan 24 5 # . —-— merupakan bilangan bulat, maka 


pembagi positif dari n sebanyak ... 
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16. (OSP 2011) Jika kedua akar persmaan x? — 2013x # k — 0 adalah bilangan prima, maka 
nilai k yang mungkin adalah .... 

17. (OSP 2010) Bilangan prima p sehingga p? #7? merupakan bilangan kubik sebanyak .... 

18. (OSP 2009) Bilangan prima p yang memenuhi (2p — 1)? 4 (3p)? — 6? ada sebanyak... 

19. (OSP 2009) Misalkan n bilangan asli terkecil yang mempunyai tepat 2009 faktor positif 
dan n merupakan kelipatan 2009. Faktor prima terkeci dari n adalah .... 


LATIHAN 2B 

1. (AHSME 1999) Berapakah hasil penjumlahan angka-angka desimal yang terbentuk dari 
hasil kali 2230 520067 

2. (AMC 10B/2002) Bilangan 2554 x 6425 adalah kuadrat dari suatu bilangan bulat positif N. 
Berapakah hasil penjumlahan angka-angka desimal dari N? 

3. (AMC 12B/2002) Berapa banyakkah bilangan bulat positif sedemikian sehingga 

n'—3n-4#2 

merupakan bilangan prima? 

4. (AMC 12B/2002) Bilangan bulat positif A, B, A-B, dan A-B masing-masing adalah 
bilangan prima. Tentukan jumlah 4 bilangan prima tersebut? 

5. (AHSME 1986) Misal N — 69? 4 5.691 4 10.69 4 5.69? 4 1. Berapa banyak bilangan bulat 
positif yang merupakan faktor dari N? 

6. (AMC 12A/2003) Berapa banyakkah kuadrat sempurna yang merupakan pembagi dari 
hasil kali 1! 2!3!...9!? (Dimana a! — 1.2.3....(a— 1)a) 

7. (AMC 12B/2003) Misal x dan y merupakan bilangan bulat positif sedemikian sehingga 


5. 13 d 
Na ka Kemungkinan nilai x minimal ini mempunyai faktorisasi prima ab : 


Berapa nilai a-b--c-d? 

8.  (AHSME 1990) Berapa banyakkah bilangan bulat positif kurang dari 50 yang banyaknya 
pembagi bilangan bulat positifnya ganjil? 

9. (AHSME 1996) Misalkan n adalah sebuah bilangan bulat positif sehingga 2n memiliki 28 
pembagi positif dan 3n memiliki 30 pembagi positif. Berapa banyaknya pembagi positif 
yang dimiliki oleh 6n? 

10. (AMC 12B/2004) Jika x dan y merupakan bilangan bulat positif sedemikian sehingga 
237 -1296, berapa nilai x-y? 

11. (AHSME 1974) Berapa bilangan prima terkecil sedemikian sehingga membagi bilangan 


31115139 
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3. FPB & KPK 
a. FAKTOR PERSEKUTUAN TERBESAR (FPB) 
Definisi 
FPB dari dua bilangan bulat a dan b, yang keduanya tidak nol, adalah bilangan bulat 
terbesar yang membagi a dan juga b. 


FPB dari a dan b ditulis sebagai (a,b). Kita juga mendefinisikan bahwa (0, 0)-0. 


Dari definisi di atas, kita peroleh: Jika bilangan d disebut FPB antara a dan b, maka 
berlaku: 
1) dla dan dib 


2) Untuk setiap bilangan asli c dengan cla & clb haruslah berlaku c « d. 


Contoh 1: 

Pembagi sekutu dari 24 dan 84 adalah #1, t2, t3, t4, t6,& #12. Jadi, (24,84) — 12. 
Dengan cara yang sama, untuk mencari pembagi sekutu maka kita dapat: (15,81) — 
3, (100,5) — 5, (17, 25) — 1, (0,44) — 44, (—6, —15) — 3, & (—17, 289) — 17. 


Definisi 
Bilangan bulat a dan b disebut re/atif primajika a dan b memiliki (a, b) — 1. 


Contoh 2: 
Karena (25,41) —1, maka 25 dan 42 relatif prima. 


Teorema 

Misalkan a, b, dan c bilangan bulat dengan (a,b) — d. Maka 
a b 

) (ad 

2) (a4wcb,b) — (a,b) 


Definisi 
Jika a dan b bilangan bulat, maka kombinasi linear dari a dan b adalah jumlah yang 
berbentuk ma # nb, dimana m dan n keduanya bilangan bulat. 


Teorema 

FPB dari bilangan bulat a dan b, yang keduanya tidak nol adalah bilangan bulat terkecil, 
yaitu merupakan kombinasi linear dari a dan b. Dengan kata lain jika (a,b) - d maka 
ma #-nb— d 
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Definisi 
Misal a,, 4», ...,a, bilangan bulat yang kesemuanya tidak nol. FPB dari bilangan bulat 
tersebut adalah bilangan bulat terbesar yang membagi semua bilangan bulat tersebut. 


FPB dari a,,a»,...,a, ditulis sebagai (a,, A2, ..., an). 


Contoh 3: 
Kita dapat melihat secara mudah bahwa, (12,18, 30) — 6 & (1015,25) — 5. 


Lemma 
Misal a,, 4», ....a, bilangan bulat yang kesemuanya tidak nol, maka 


(A1, A7, .... An—1, An) — (aa), sia (meat). 


Contoh 4: 
Untuk menentukan FPB dari tiga bilangan 105, 140, dan 350, kita gunakan lemma di atas. 
Perhatikan bahwa 

(105, 140,350) — (105, (140, 350)) — (105,70) — 35. 


Algoritma Euclid 
Teorema: 
Misal ry -a & r, — b merupakan bilangan bulat sedemikian sehingga a 2 b 5 0. Jika 
algoritma pembagian diterapkan secara berulang-ulang maka kita dapatkan 
1 5 Tya Ojaa Krj42 dengan O LX Tyo Xrjxi Untuk j — 0,1,2,...,n —2 dan rn41 5 0, maka 
(a,b) - r,, maka (a, b)- 15 £sisa terakhir tidak nol 
Contoh 5: 
Untuk menghitung nilai (252, 198), kita menggunakan algoritma pembagian secara 
berulang. 

252 — 1.198 #54 

198 — 3.54--36 

54 — 1.36 #18 
36 — 2.18 

Jadi, menurut algoritma euclid kita peroleh (252,198) — 18. 


Contoh 6: 

Diketahui (15,24) — 3. Cari salah satu pasangan bilangan bulat (x,y) sehingga 15x - 
24y — 3. 

Pembahasan: 
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Perhatikan bahwa 


24511549 
15 —1.9-6 
9—16-3 


(Ingat mencari FPB dengan algoritma euclid) 
Dengan demikian, 
3—9-—16-9-(15-—1.9)—29 —15 — 2(24—15)—15 — 2.24—3.15 


Kita dapat mengambil x — -3 dan y —2. 


b.  KELIPATAN PERSEKUTUAN TERKECIL (KPK) 
Definisi 
KPK dari dua bilangan bulat a dan b adalah bilangan bulat positif terkecil yang habis 
dibagi oleh a dan b. KPK antara a dan b ditulis dengan simbol Ja, bl. 


Contoh 7: 
Kita memiliki nilai KPK berikut: (15,21) — 105, (24,361 — 72,12, 20) — 20, & (7,11) — 77. 


Ingat kembali faktorisasi prima dari suatu bilangan bulat positif lebih dari 1. Konsep ini 
dapat kita terapkan untuk mencari FPB dan KPK dua bilangan bulat a dan b. Jika 


a a a b b 
a- DP . Po : an 1 gan aa . Po a salon 1 dimana P1 Po... Pp bilangan 


prima dengan P4 X Po «... « Pp dan Aj,bj E(OUNI untuk i —1, 2, ...,n. Maka 
mintat,b4) | mintaobp) mintan.bn) 


“ FPB antaraadanb: (ab) - p . Po La an 

max, maxas,b maxlan.b 
v  KPKantaraadan b: Ja, b|- py 5 AB (2 2) pn (2n-bn) 
Contoh 8: 


Perhatikan faktorisasi prima dari 720 — 2x 32 x 5 dan 2100 —22x3x52x7 . Dari 
faktorisasi prima tersebut, maka: (720,2100) — 22 x 3x 5 — 60 sedangkan (720, 2100| — 
2 K3” K5 X7 — 25200. 


Teorema 


Jika a dan b bilangan bulat, maka 
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Contoh 9: 

Tentukan semua pasangan bilangan bulat (m,n) sedemikian sehingga bilangan A — n? - 
2mn # 3m? #2, B — 2n2 #2mn # 3m? 4-2, B — 3n? # 2mn # 3m? #1 mempunyai 
pembagi persekutuan lebih dari 1. 

Pembahasan: 


Pembagi persekutuan untuk A, B, dan C juga merupakan pembagi untuk: 


D —-2A—B 
E 53A-—C 
F —55E —7D 
G —55D-—-E 
H 5184 —2F — 3E 
I-nG—mF 


126 — 19nl —5H HF 52347. 


Karena 2 dan 3 tidak membagi A, B, dan C, maka d — 7. 
Jadi, (m,n) — (7a 42, 7b 43) atau (7c 45, 7d 4 4) 


Contoh 10: 
(Canadian Mathematical Olympiad 1973) Buktikan bahwa jika p dan p-#-2 keduanya 
bilangan prima lebih besar dari 3, maka 6 merupakan faktor dari p - 1. 
Pembahasan: 
“ Karenap danp -# 2 bilangan prima lebih dari 3, maka jelas bahwa keduanya tidak 
habis dibagi 2. Dan kita dapat menyatakan bahwa: 
p52k-4#1, pt#2—2k-43 untuk suatuk eZ. 
Dari kondisi tersebut di atas, maka: 
p#1—-2k4#2-— 2(k-4#1), hal ini berarti 21 #1)......... (1) 


“ Karenap danp -# 2 bilangan prima lebih dari 3, maka jelas bahwa keduanya tidak 
habis dibagi 3. Dan kita dapat menyatakan bahwa: 
p53n-#1l atau p—3n-#2 untuk suatu n EZ. Akan tetapi jika p — 3n #1, maka 


pt#2-—3(n-#1), pt2 habis dibagi 3 (kontradiksi) 


Sehingga jelas bahwa p — 3n #4 2. 
pt 341) 5. pl) (2). 


Dari (1) dan (2), maka 6|(p #1) ini berarti 6 faktor dari p--1. 
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LATIHAN 3 

1. Usia Pak Yudi belum ada 65 tahun. Jika usia Pak Yudi di bagi oleh 2, 3, 4, 5, dan 6 
sisanya selalu 1. Berapakah usia dari Pak Yudi? 

2. Usia Pak Jarwo belum ada 62 tahun. Jika usia Pak Jarwo dibagi oleh 2, 3, 4, 5, 6 
berturut-turut sisanya adalah 1, 2, 3, 4, 5. Berapa usia Pak Jarwo? 

3. (OSK 2015) Bilangan x adalah bilangan bulat positif terkecil yang membuat 

31" 4 x. 96" 

merupakan kelipatan 2015 untuk setiap bilangan asli n. Nilai x adalah .... 

4. Jika a, b, c adalah bilangan asli sehingga FPB(a,b) — FPB (b,c) — FPB(c,a) — 1. 
Tentukan bilangan terbesar n sehingga 


atb b4c c-#-a 
n-— “F 
Cc a b 


5. Tentukan bilangan bulat positif terkecil lebih dari 1 yang bersisa 1 ketika dibagi k 
untuk setiap 2 Sk S 10. 

6. (OSK, Tipe 1&3/2011) Bilangan asli terkecil lebih dari 2011 yang bersisa 1 jika 
dibagi 2,3,4,5,6,7,8,9,10 adalah ---- 

7. (OSK 2009) Nilai dari 


adalah ... 

8. (OSK 2008) Diketahui FPB (a, 2008) - 251. Jika a » 2008 maka nilai terkecil yang 
mungkin bagi a adalah -- 

9.  (OSP 2010) Banyaknya anggota himpunan 

S — (FPB m3 41,n243n4#4I) Ine) 
adalah ... 

10. (OSP 2007) Misalkan a dan b dua bilangan asli, yang satu bukan kelipatan yang 
lainnya. Misalkan pula KPK(a, b) adalah bilangan 2-angka, sedangkan FPB(a, b) 
dapat diperoleh dengan membalik urutan angka pada KPK(a, b). Tentukan b 
terbesar yang mungkin. 

IKPK : Kelipatan Persejutuan terKecil: FPB : Faktor (pembagi) Persekutuan terBesar| 

11. (OSP 2006) Misalkan d — FPB (7n # 5,5n #4) dimana n adalah bilangan asli. 

a. Buktikan bahwa untuk setiap bilangan asli n berlaku d —1 atau 3. 
b. Buktikan bahwa d-3 jika dan hanya jika n-3k--1, untuk suatu bilangan asli k. 

12. (OSP 2003) Misalkan x, y, z tiga bilangan asli berbeda. Faktor persekutuan terbesar 
ketiganya adalah 12, sedangkan kelipatannya persekutuan terkecil ketiganya 
adalah 840. Berapakah nilai terbesar bagi x -y tz ? 
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25b 
21a 


13. (OSP 2013) Bilangan bulat positif a dan b yang memenuhi FPB(a,b)-1 dan 54 


bilangan bulat ada sebanyak .... 


4. Bilangan Kuadrat & Kubik Sempurna 
Definisi 
Bilangan cacah, n disebut bilangan kuadrat sempurna jika ada bilangan bulat m sedemikian 
sehingga n — m?. Dan biasanya hanya disebut kuadrat sempurna. 


Bilangan cacah, n disebut bilangan kubik sempurna jika ada bilangan bulat m sedemikian 


sehingga n — m'. Dan biasanya hanya disebut kubik sempurna. 


Sifat-sifat Dasar Bilangan Kuadrat Sempurna 

1) Angka satuan yang mungkin dari bilangan kuadrat adalah 0, 1, 4, 5, 6, dan 9. 

2) Jika faktorisasi prima n adalah n — px! x ps? x ...x ps4, maka n disebut kuadrat 
sempurna & setiap a, genap & 1(n) ganjil, dimana 7(n) menyatakan banyaknya 
pembagi positif dari n. 

3) Setiap bilangan kuadrat sempurna dibagi 2, 3, atau 4 maka sisanya 0 atau 1. 

4) Setiap bilangan kuadrat sempurna dibagi 8 maka sisanya 0, 1, atau 4. 

5) Bilangan kuadrat sempurna ganjil harus mempunyai digit puluhan genap. 

6) Jika digit puluhan suatu bilangan kuadrat sempurna adalah ganjil, maka angka satuan 
bilangan kuadrat ini adalah 6. 

7) Tidak ada bilangan kuadrat sempurna di antara dua bilangan kuadrat berurutan. 

8) Jika p bilangan prima dan pin maka p?In?. 


Secara umum kita definisikan bilangan pangkat sempurna (a Perfect Power): 
Suatu bilangan cacah n dikatakan “a perfect power/pangkat sempurna”jika n - mS$ untuk suatu 


bilangan bulat m dan s, s - 2. 


Suatu bilangan cacah n disebut bilangan pangkat ke-s sempurna jika dan hanya jika semua 
eksponen dalam faktorisasi primanya dapat dibagi oleh s. 


Contoh 1: 
(CHINA/2002) Diketahui lima digit 

2x9y1 
adalah bilangan kuadrat. Tentukan nilai dari 3x 4 7y. 
Pembahasan: 
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Misalkan A? — 2x9y1. Karena 1412 — 19881 « A2& 1752 — 30625 » A2, sehingga 141? « A? « 
1752. Angka satuan dari A yang mungkin adalah 1 atau 9. Sehingga, kita hanya mengecek 
bilangan 1512, 1612, 1712,1592,1692. Sekarang kita menemukan bahwa 161? — 25921, dan 4 
bilangan yang lain tidak memenuhi. Sehingga x — 5,y —-2 5 3x 47y — 29. 


Contoh 2: 


(CHINA/1991) Tentukan semua bilangan asli n sedemikian sehingga n? 191491 merupakan 
kuadrat sempurna. 
Pembahasan: 


. Jikan » 10, maka n— 9 -0, sehingga 
n? —19n491- n? -—20n41004(n—9) — (1-10)? 4 (n-9) » (n-10)2, dan 
n? 19n4#91-n? —18n4#814(10—n) — (n-9)? 4(10—n) « (n—-9)2, sehingga 
(n-10)? cn? —19n4 91 (n-9)2, ini mengakibatkan bahwa n? -—19n-491 bukan 
bilangan kuadrat. 

e Jikan « 9, maka 
n? 19n491-(10-—n)? 4(n-9) « (10-n)2, dan 
n? 19n491- (9 —n)? #-(10-—n)- (9 —n)2, sehingga 


(9 —n)? cn2 AMAN « (10-—n)2, ini mengakibatkan bahwa n? -—19n-491 bukan 
bilangan kuadrat. 
» Jikan — 9, maka 
n? 19n491-1 (Bilangan kuadrat) 
e Jikan 510, maka 
n? 19n491-1 (Bilangan kuadrat) 


Jadi, n? 191491 merupakan kuadrat sempurna jika dan hanya jika n -9 ataun -10. 


Contoh 3: 

Tentukan semua bilangan bulat n sehingga n — 50 dan n 4 50 keduanya merupakan kuadrat 
sempurna 

Pembahasan: 

Misalkan n — 50 —a? dann-4#50-— b2. 

Maka b2: —a? —100, (b—a)j(b ta) — 22.52 

Karena (b-a) dan (b--a) bilangan yang berbeda dan mempunyai paritas yang sama, maka 
kemungkinan hanya b —a—-2 &b #a-— 50 (yakni, b-26 dana —- 24). 


Jadi, nilai n yang memenuhi hanya n - 626. 
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Contoh 4: 

(Romanian Mathematical Olympiad 2004) Tentukan semua bilangan bulat non-negatif n 
sedemikian sehingga ada bilangan bulat a dan b dengan sifat n? - a#-b dann? —a? #b?. 
Pembahasan: 

Dari ketaksamaan 2(a? 4 b2) » (a4#b)?, kita peroleh: 2n? » n4, yakni n « 2. 

Sehingga perhatikan bahwa: 

. Untuk n — 0, kita pilih a - b - 0 

. Untuk n — 1, kita piliha — 1, b -— 0 

. Untuk n — 2, kita pilih a - b - 2. 

Jadi, nilai n yang memenuhi adalah 0, 1, 2. 


Contoh 5: 


Buktikan bahwa bilangan 11...1122...22 5 merupakan kuadrat sempurna 
1997 1998 


Pembahasan: 


N— 11... 11 104 22...22.10 45 
1997 1998 


ae 2 (101997 — 1). 101999 4 2 (10199 —1).1045 


1997 
2 : A 
— 2 (108996 4 2.5.101998 4 25) — (Efxo1oe 4 51) - (2) — 33...3352. 


Contoh 5: 
Buktikan bahwa jika n kubik sempurna, maka n? 4 3n 4 3 bukan kubik sempurna 
Pembahasan: 
Andaikan n? 4 3n # 3 kubik sempurna. 
Maka n(n? 4 3n # 3) adalah kubik sempurna. 
Perhatikan bahwa: 
n(n2 43n #3) —n? 4 3n2 4 3n — (n4# 1)? — 1. 


Dan jelas bahwa (n #1)? — 1 bukan kubik sempurna. Hal ini suatu kontradiksi. 
Jadi, jika n kubik sempurna, maka n? # 3n # 3 bukan kubik sempurna 


Contoh 6: 

Misalkan m bilangan bulat positif. Tentukan bilangan bulat positif n sedemikian sehingga 
m #n-1 kuadrat sempurna dan mn #1 kubik sempurna. 

Pembahasan: 

Pilih n - m2 - 3m 4-3, kita memiliki: 
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m4t#n4#1—m'44m4#4— (m4 2) 
dan 
mn #1 — m? 43m? 4-3m#1— (m-4# 1). 


LATIHAN 4 
1. Perhatikan bahwa: 
m — 39 4 312 4 315 4 3n 
Tentukan kemungkinan nilai bulat positif terkecil dari n sedemikian sehingga m 
merupakan bilangan pangkat tiga (a perfect cube) 

2. Berapa banyak bilangan bulat positif n sedemikian sehingga pernyataan m — 1! 4 2! - 
3! #-----n! merupakan bilangan kuadrat sempurna. 

3. Diketahui bahwa 2” 4 218 4 210 merupakan bilangan kuadrat sempurna. Tentukan nilai 
terkecil bilangan bulat dari x. 

4. Diberikan bentuk 

K24Y? 5 793 
Jika —9 SX,Y S9 danX, Y bilangan bulat yang memenuhi kondisi persamaan di atas, 
maka nilai minimu dari (X #-Y) adalah .... 

5. Untuk bilangan asli n, diketahui bentuk (n #20) #- (n#21)#- (n#22)4----#-(n-#100) 
merupakan kuadrat sempurna. Tentukan nilai terkecil n yang memenuhi. 

6. Tentukan bilangan bulat terkecil n sedemikiansehingga 22” — (2122 x 31) # 2" adalah 
bilangan kuadrat sempurna. 

7. Banyaknya bilangan asli n sehingga 4" 4- 2007 merupakan kuadrat sempurna adalah .... 
Banyaknya bilangan asli n sehingga n? # 2n? # 2n2 # 2n #1 merupakan bilangan 
kuadrat sempurna adalah .... 

9. Jika jumlah 2009 bilangan asli berurutan adalah sebuah bilangan kuadrat sempurna. 
Tentukan nilai minimum dari 2009 bilangan tersebut. 

10. Jumlah 2008 bilangan asli adalah bilangan kuadrat sempurna. Berapakah nilai minimum 
dari bilangan terbesar tersebut. 

11. (OSK, Tipe 2/2012) Bilangan bulat positif terkecil a sehingga 4a # 8a #12a 4 --- 4 2012a 
merupakan kuadrat sempurna adalah .... 

12. (OSK, Tipe 1 &3/2011) Bilangan bulat positif terkecil a sehingga 2a # 4a # 6a 4: # 200a 
merupakan kuadrat sempurna adalah ... 

13. (OSP 2012) Diberikan bilangan prima p » 2. Jika S adalah himpunan semua bilangan asli 
n yang menyebabkan n? 4 pn merupakan kuadrat dari suatu bilangan bulat maka S -..... 

14. (OSP 2005) Bilangan tiga-angka terkecil yang merupakan bilangan kuadrat sempurna 
dan bilangan kubik (pangkat tiga) sempurna sekaligus adalah ----- 

15. (OSP 2015) Semua bilangan bulat n sehingga 
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On 1 
n#t3 


merupakan kuadrat suatu bilangan rasional adalah .... 
16. Banyaknya bilangan asli k sedemikian sehingga jumlah dua bilangan 
3k2 43k —4 & 7k2—3k-41 
merupakan kuadrat sempurna adalah .... 
17. Jika 
& —1)/44-3)&x —4)x—8) 4m 
merupakan kuadrat sempurna, maka nilai m adalah ... 
18. (CHINA/2006) Jika n #20 dan n—21 keduanya merupakan kuadrat sempurna, dimana 
n bilangan asli, maka nilai n sama dengan ... 
19, (CHNMOL/2004) Tentukan banyaknya pasangan bilangan bulat positif (x,y) , sehingga 
N — 23x 4# 92y merupakan kuadrat sempurna yang kurang dari atau sama dengan 2.392. 
20. (OSP, 2013) Banyaknya bilangan bulat positif n yang memenuhi n? — 600 merupakan 
bilangan kuadrat sempurna adalah .... 


5.  Kongruensi/Modulo 
Konsep tentang kongruensi ini banyak digunakan dalam menyelesaikan soal-soal yang 
berkaitan dengan mencari sisa suatu bilangan jika dibagi dengan bilangan lain atau mencari 
angka satuan suatu bilangan. Dan sebagian besar soal tentang teori bilangan pada olimpiade 
matematika sering menggunakan konsep kongruensi ini. Sebenarnya konsep ini telah diberikan 
pada waktu di SD, yaitu konsep bilangan jam. Mari kita pelajari konsep ini secara mendalam 


dan aplikasinya juga. 


Definisi 
Misalkan m bilangan bulat tidak nol. Jika a dan b bilangan bulat, kita katakan bahwa a 


kongruen b modulo m jika m| (a — b). 

Jika a kongruen b modulo m, kita notasikan sebagai a - b (mod m). Jika mt (a—b 
kita katakan bahwa a dan b tidak kongruen modulo m, dan kita notasikan sebagai 
a#b(modm) 

Secara umum, a 5s a(mod m) untuk sebarang m 5 0 dana 5 0 (mod m) jika mJla. 
Contoh 1: 


Kita memiliki 22 5 4 (mod 9) karena 9|(22 — 4) — 18. Dan juga 3 5 —6 (mod 9): 200 — 
2 (mod 9). Tetapi, 3 # 5 (mod9) karena 94 (3 —5). 
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Teorema 1 

Jika a dan b bilangan bulat, maka a - b (mod m) jika dan hanya jika ada suatu bilangan bulat k 
sedemikian sehingga a — km #b. Dari teorema ini, kita dapat katakan bahwa jika a- 
b (mod m), maka Kita sama saja mencari sisa b ketika a dibagi oleh m. 

Bukti: 

Jika a 5 b (mod m), maka m| (a — b). Ini berarti ada suatu bilangan k sedemikian sehingga 
a—b-kme6 a—km--b (terbukti). 


Contoh 2: 
Buktikan bahwa 

(am #b)" 5 b" (modm) 
Bukti: 


Membuktikan bahwa (am-- b)" -b" (modm) sama artinya dengan membuktikan ada suatu 
bilangan bulat k sehingga (am-b)" - km4wb" S (am4b)" —b" -km. 

Perhatikan bahwa: 

(am-4 b)" —b" — lam)" nftam”Tb4...cnfampb"T 4b" —b” 


n—2 


— (acam”” #nbalam" 4...na 6” )m 


—-km (terbukti). 


Rumusan pada contoh 2 di atas dapat digunakan menentukan sisa pembagian bilangan yang 
relatif besar. Untuk aplikasinya, perhatikan contoh 3 di bawah ini. 


Contoh 3: 

Tentukan sisa pembagian jika 82916 dibagi oleh 7. 
Pembahasan: 

82016 5 (1X7 #1)2016 (mod 7) 5 12016 (mod 7) 51 (mod 7). 
Jadi, sisa pembagiannya adalah 1. 


Teorema 2 

Misalkan a,b,c,d,m, dan n merupakan bilangan bulat, m # O,a sb (mod m), c sd (modm). 
Maka 

Cc. atcsbtd(mod m) 

d ac 5 bd (modm) 

ea" ph" (modm) 
f 


Jika nla, nb &(m,n) — 1 maka - — 2 (mod m) 
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Berikut ini beberapa teorema pendukung tentang kongruensi: 

a. Jika m bilangan prima, maka (a#b)" 5 (am 4b7”) (mod mj| 

b Jika m bilangan prima, maka Oo #xo #4 xp)" 5 (1 4x91 4---x7") Imod mj) 
C.  Jikam 51(modp"), maka mP 21 (modp"1) dimanan » 0 dan p bilangan prima 

d Jikaa 5 b(modm), a-b(modn), FPB (m,n) —1 maka a— b(modmn) 


Contoh 4: 
Tentukan sisa ketika 27? 4 14? dibagi oleh 11. 
Pembahasan: 
Perhatikan bahwa: 
2-22(mod11) 
5» 225 4(mod11) 


215 451655 (mod11) 
285 5 52-25 -3(mod11) 
2105 3, 2251251 (mod 11) 
270 5 1 (mod11) 
2702? 5 8 (mod11) 
5D 2 5 8 (Mod11) .axa.h (W) 
Untuk 143 — (11 # 3)? 5 38 5 27 — 5(mod 11) ...(ii) 
Dari (i) dan (ii), kita peroleh: 
273 4148 5845 5135 2 (mod 11) 


d1 1 1 1! 


Jadi, sisanya adalah 2. 


Contoh 5: 

Tentukan sisa pembagian jika 32916 dibagi oleh 26. 

Pembahasan: 

32016 — (33)672 — 27672 — (1x26 4 1)”72 5 1672 (mod26) # 1(mod26) 


Jadi, sisanya adalah 1. 
Contoh 6: 


Tentukan sisa pembagian jika 197820 dibagi oleh 125. 


Pembahasan: 
197820 -(16.125-—22)20 —(-22)20 (mod125)-484'9 (mod125) 


- (4.125-16)'9 (mod125) 
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- (—16)'? (mod125) 
- 256” (mod125)-(2.125--6)” (modi25)-6? (mod125) 


— 25 35 (mod125)-32(-7)(mod125) 


- 26 (mod125) 
Jadi, sisanya adalah 26. 
Contoh 7: 
Tentukan sisa jika 62916 dibagi oleh 37. 
Pembahasan: 


Perhatikan bahwa: 6? —- —1 (mod 37) 
62016 — (6271008 — (—1)1008 (mod 37) — 1(mod 37) 
Jadi, sisanya adalah 1. 


Contoh 8: 


7 
Tentukan angka satuan dari 7 
Pembahasan: 


7 7 
Untuk mencari angka satuan dari 7” , kita harus mencari 7” (modt10). Perhatikan bahwa 
72 - 1(mod10): 78 -727 --7 -3(mod10): dan 7" — cf — 1(mod10). Dan juga 


72 —1 (mod 4): 7' - 627 —3 (mod 4), ini berarti ada suatu bilangan bulat t sedemikian 
sehingga 7 24fa3 Sekarang, perhatikan bahwa: 


7 
77” 7413 (78) 78 —113 8 (modto) 


Jadi, angka satuannya adalah 3. 


Contoh 9: 
(CHINA/2004) Jika bilangan tiga digit dibagi oleh 2, 3, 4, 5 dan 7, bersisa 1. Tentukan nilai 
minimal dan maksimal bilangan tiga digit tersebut. 
Pembahasan: 
Misalkan x adalah bilangan 3 digit dengan sisa 1 jika dibagi 2, 3, 4, 5, dan 7. Maka x—1 habis 
dibagi oleh 2, 3, 4, 5, dan 7. Sehingga, 

Xx 1—k. |, 3, 4,5, 7| — 420k, untuk suatu k bilangan asli. 
Jadi, nilai minimal x adalah 4204-1-421, dan nilai maksimal untuk x adalah 420.24-1-841. 
Contoh 10: 
Diketahui bahwa 2726, 4472, 5054, 6412 mempunyai sisa yang sama jika masing-masing 
bilangan tersebut dibagi oleh suatu bilangan asli dua digit m. Tentukan nilai dari m. 
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Pembahasan: 

Karena tidak memberi pengaruh terhadap sisa yang tidak diketahui, maka tiga selisih yang 
disusun dari empat bilangan dapat digunakan untuk mengganti empat bilangan yang 
sebenarnya pada soal. Maka, 


m| (4472-2726) — m | 746.  1746-2.3297 


m| (5054-4472) —m|582.  582-2.3.97 


m| (6412-5054) —m|1358.  1358-2.7.97 


Karena 97 merupakan pembagi sekutu tunggal dari selisih-selisih yang disusun dari empat 
bilangan pada soal, Jadi m-97. 


LATIHAN 5 
Tentukan angka satuan dari 9”. 
(OSP 2002) Berapa sisa pembagian 4348” oleh 100? 
Tentukan dua digit terakhir dari 1414”. 
(OSK, Tipe 3/2012) Tentukan angka satuan dari (2012)2012, 
(Seleksi Awal IMO Hongkong/1991) Tentukan angka satuan dari 19971””1, 
(Seleksi Awal IMO Hongkong/1990) Tentukan sisa jika 31””0 dibagi oleh 41. 
(Seleksi Awal IMO Hongkong/1989) Tentukan angka satuan dari bilangan 
n—1!4-2!4-3! 4-4! 4-4 1989! 
8. (Seleksi Awal IMO Hongkong/1989) Berapakah sisa jika 
18 428438 4... 4 19903 


2 0 Ok en ne 


oleh 7 

9. (Seleksi Awal IMO Hongkong/1989) Misalkan a,, — 6" 4 8", tentukan sisa pembagian 
A19g9 Oleh 49. 

10. (SSSMO/2003) Berapakah sisa pembagian jika bilangan 627? 4 8273 dibagi oleh 49. 

11. Tentukan lima angka terakhir dari bilangan 51281, 

12. (OSK 2009) Jika 109999999 dibagi 7, maka sisanya adalah ... 

13. (CHINA/2000) Tentukan sisa, jika 300 dibagi oleh 13. 

14. (SSSMO/J/2001) Tentukan bilangan bulat positif terkecil k sedemikian sehingga 25” 4 k 
habis dibagi 127. 

15. Tentukan sisa, jika bilangan 

200520077009 

dibagi oleh 7. 

16. Tentukan dua digits terakhir bilangan 2””9. 


17. Tentukan bilangan bulat positif n terkecil sehingga 
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1000 Kn S 1100 & 1111" — 1222” 4 1333" - 1444" 

habis dibagi oleh 10. 

18. (OSK, Tipe 3/2011) Jika 
n — 20112 4 22011 

maka digit satuan dari n? adalah ... 

19. Tentukan sisa dari 
4737” 

ketika bilangan tersebut dibagi 11. 

20. (SSSMO/2000) Tentukan angka satuan dari 31999 x 72000 x 172001 


6. Fungsi Euler 
Definisi 
Untuk setiap bilangan bulat positif n, kita definisikan 
pn) -— banyaknya bilangan bulat positif yang tidak lebih dari n dan relatif prima terhadap n. 


Dari definisi di atas, jelas bahwa H(1) —1 dan untuk sebarang bilangan prima p, maka 


pp) —p-—1. 


Lebih lanjut, jika n bilangan bulat positif sedemikian sehingga H(n) - n — 1, maka n bilangan 


prima. 


Contoh 1: 
p(12) — 4 karena 1,5,7,11 relatif prima terhadap 12 
P(16) — 8 karena 1,3,5,7,9,11,13,15 relatif prima terhadap 16. 


Teorema 1 

Misal a, b bilangan asli saling relatif prima, p suatu bilangan prima dan m bilangan bulat positif. 
Maka: 

v plab)— pla)p(b) 

V Gp) pnp" 


Contoh 2: 

“ PD 52,04) 52 — 912) 5 G(3)0(4) —4 

Y P6) 5 P(21) 52-28 -8 

V P(360) — P2” 35) 5 G2) P3) SS) 5 (2 — 228? — 3)(51 — 50) — 96 
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Teorema 2 (Euler's Theorem) 


Misal a dan n bilangan asli relatif prima. Maka 
a?") — 1 (modn) 
Contoh 3: 
Karena (3,100) — 1, (100) — p(22)p(52) — (22 — 27(52 — 5) — 40. 


Jadi, 310 —1(mod100) 


Jika p adalah prima, maka p(p) —p— 1, kasus khusus untuk teorema 3 adalah teorema 
berikut: 

Teorema 3 (Ffermat Little Theorem) 

Misal p bilangan prima dan (a,p) — 1. Maka a?”1 — 1 (modp) 

Bentuk aP! — 1 (mod p) ekuivalen dengan a? sa (mod Pp). 


Contoh 4-a: 
Karena 2003 bilangan prima dan (1234,2003) — 1, maka 
12342002 — 1 (mod 2003) 
Contoh 4-b: 
Jika p bilangan prima dan (a,p) — 1, buktikan bahwa a?” '@-2 — 1 (mod p"). 
Pembahasan: 


Dengan menggunakan teorema fermat kita mempunyai, aP”1 —1(modp).... (") 


Sebelum kita melanjutkan pembahasan ini, kita akan membuktikan satu teorema yang akan 
dipakai pada pembahasan ini. 
Jika m —1 (mod p"), maka mP 21 (modp"!), dimana n » 0 dan p prima. 
Bukti: 
Dari m 51 (modp"), maka m—-1-#-ap", untuk suatu a bilangan bulat. 
Perhatikan bahwa np 2 n-# 1. 
Jelas bahwa, m? 5 A4 ap") —--.—--.—14 Bp 


. mP S1(modp"1). 


Dengan menggunakan teorema di atas, 
mL mtod Pp ja (2) 

Dari (“) dan (““) , maka kita peroleh: 
aP) 51 (modp”) 

aP (P-1) — 1 (modp3) 
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ab" P-1) 5 1 (modp") 


Contoh 4-c: 

Tunjukkan bahwa n' — n habis dibagi oleh 42. 
Pembahasan: 

n' —n—n(nf —1)—n(n7” 1 — 1) dan 7 prima. 
Dengan menggunakan teorema fermat, kita peroleh: 


n' —nEnn'1—1)2n.0520(mod7). 


Sekarang perhatikan bahwa: 
n' —n—nn? —1) — nfn #1)(n — 1) 4n? 41). 
Kita tahu bahwa n(n #1)(n — 1) merupakan 3 bilangan bulat berurutan, maka bilangan ini 


pasti habis dibagi 3! - 6. Sehingga n' —n habis dibagi 6. 
Karena (7,6) —1, maka n' —n habis dibagi oleh —(6.7) - 42. 


Teorema 4 (Wilson's Theorem) 
Jika p adalah bilangan prima, maka (p — 1)! #1 5 0 (mod p), yakni (p — 1)! 4-1 kelipatan dari p. 


Contoh 5: 

Perlihatkan bahwa 12! 5 —1 (mod 13) 

Pembahasan: 

Karena 13 bilangan prima, berdasarkan Teorema Wilson kita peroleh: 
12!41— 0 (mod 13) & 12! — —1 (mod 13) (terbukti). 


Teorema Sisa China 

Jika by, bo, ..., bx bilangan bulat dan My, M5, ..., Mp pasangan bilangan relatif prima, maka 
x — by (modm,) 
x — bp (modmp) 


sistem | mempunyai solusi tunggal modulo My Mp... Mp. 


Xx 5 bp (mod mp) 


| Langkah Emas Menuju Sukses OSN Matematika- Bidang Teori Bilangan Hal 108 | 


Didik Sadianto, M.Pd. | 2015 


Ingat bahwa b dikatakan invers dari a modulo njika ab-1 (mod n). Sekarang, (my, My )-1, 


MmMo... 


: : m 2 
untuk semua j—1,2,3 ..., K, dimana Mj — Re Karenanya Mj mempunyai inverse 
Mmj 
J 


modulo m js yang dinotasikan dengan Mj Maka solusi untuk sistem persamaan pada teorema 


di atas, yakni: 


x — biM4 My # boMp Mp 4... # bk Mp Mp, . 


Contoh 6: 

Tentukan semua bilangan bulat x sedemekian sehingga x- 2 (mod3) x—3 (mod5), 
Xx 54 (mod7). 

Pembahasan: 


Karena 3, 5, 7 pasangan bilangan yang relatif prima, Berdasarkan teorem sisa china maka ada 
solusi tunggal modulo (3.5.7-105) 


Sekarang Mm — 3,M —5, M3 AP M4 — 35, M5 —- 21, Mg 219, M4 — 2, Mp5 —1, M3 — 


jadi salah satu solusi untuk x adalah x —2.35.2-4-3.21.144.15.1- 263. 
Perhatikan bahwa 263 -53 (mod105) Sehingga solusi umumnya adalah x -53-105t 


untuk sebarang bilangan bulat t. 


LATIHAN 6 

Berapa banyaknya bilangan dari 1 sampai 2015 yang saling prima dengan 2016? 

Berapa banyak bilangan bulat antara 1 dan 1800 yang tidak habis dibagi oleh 2, 3, dan 5? 
Tentukan sisa dari (25728 4 46)28 dibagi 50. 

Sisa jika 22016 dibagi oleh 7 adalah .... 

Tentukan digit terakhir dari 32016, 


Sisa jika 519 — 310 4 2016 dibagi oleh 11 adalah ... 
Tentukan dua digit terakhir dari bilangan 172016, 


Tentukan sisa pembagian jika 52016 dibagi 41. 
Tentukan sisa jika 32016 dibagi oleh 47. 
O. Tentukan sisa jika 21””0 dibagi oleh 1990. 


11. Tentukan dua angka terakhir dari 3197 
Tentukan dua digit terakhir dari bilangan 7 


2 Ne Aa Oa 


71000 


b- 
wN 


Misalkan 
aa 54, ap S4 a51. 
Tentukan sisa jika A99 dibagi 7. 


14. Jika p bilangan prima ganjil, maka sisa ketika (p — 1)! Dibagi oleh p(p — 1) adalah p-1. 
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7. Persamaan Bilangan Bulat 


a. Persamaan Diophantine Linear 
Definisi 
Misalkan a, b, dan c adalah bilangan-bilangan bulat. Persamaan Diophantine berbentuk 
ax #by —c disebut Persamaan Diophantine Linear dan setiap pasangan bilangan bulat 
(x,y) yang memenuhi ax 4 by — c disebut solusi. 
Teorema 1 


Persamaan Diophantine ax #- by —- c mempunyai solusi jika 
FPB(a, b)lc 


Ham 


Teorema 2 


Jika FPB(a, b)-1, maka Persamaan Diophantine ax # by — c 
selalu mempunyai sedikitnya satu solusi bilangan bulat 


Teorema 3 


Jika X9, Yo solusi bilangan bulat khusus dari Persamaan 


Diophantine ax # by — c, maka solusi bilangan bulat umum 
persamaan ini adalah 


b 
X5 X9 #——t 
FPBIa,b) 
Ta PA Ala EN 
0 FPBla,b) 


untuk sebarang bilangan bulat t. 


Contoh 1: 


Hitung banyak bilangan bulat 1 X n & 100 yang dapat dinyatakan dalam bentuk 6x 4 8y 
untuk suatu bilangan bulat x dan y. 

Pembahasan: 

Perhatikan bahwa FPB(6, 8)—2. Oleh karena itu menurut teorema 1 di atas, hanya 
bilangan yang terbagi 2 yang dapat dinyatakan dalam bentuk 6x--8y untuk suatu bilangan 
bulat x dan y. Dalam hal ini, 1 & n & 100 yang terbagi 2 ada 50 bilangan. 


Contoh 2: 

Tentukan solusi umum dari persamaan diophantine 21x 4 14y — 70. 

Pembahasan: 

Karena FPB (21,14) —7 dan 7/70 maka persamaan tersebut mempunyai tak hingga 
banyak solusi bilangan bulat. 

Perhatikan, untuk menemukan solusi umumnya kita menggunakan algoritma euclid: 
1x214(—1)x14 — 7, sehingga 10 Xx 21 # (—10) x 14 — 70. Jadi, xy 510 & yy — —10 
adalah solusi khusus, sehingga solusi umum dari persamaan diophantine, berbentuk 

x —510-#-2n, y— —10 — 3n, dimana n suatu bilangan bulat. 


Contoh 3: 
Tentukan x dan y bulat positif yang memenuhi 7x # 5y — 100. 
Pembahasan: 
FPB(7,5)-1, menurut teorema 2 di atas, maka persamaan ini mempunyai sedikitnya satu 
solusi. Dengan mudah bisa kita tulis 
153X7—4xX5 
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100 — 300 x 7 — 400 x 5. Maka x, — 300 & yy — —400. 
Solusi umumnya adalah 
x —3004-5n, y— —400—7n. 
Karena yang diminta x,y bulat positif, maka haruslah 


1 
300 #-5n 50 & —400—7n 5 0,yakni —60 ana —515 


Jadi, persamaan diophantine 7x 4 5y — 100 mempunyai tepat dua solusi bulat positif 
yaitu : 
n— —559 » x—5, y 513 
an y 56 
LATIHAN 7A 
1. Untuk masing-masing persamaan diophantine linear, tentukan semua solusi bulat 
atau tunjukkan jika tidak ada solusi bulat. 
a. 2x #5y—11 
b. 17x #13y — 100 
C. 21x 4 14y — 147 
d. 60x 4#8y— 97 
2.  (CHINA/2001) Tentukan semua solusi bulat positif untuk persamaan 12x 4 5y — 
125 
3. Diketahui bahwa bilangan bulat positif x » 1 dan y memenuhi persamaan 2007x — 
21y — 1923. Tentukan nilai minimum dari 2x--3y? 
4. (CHINA/2007) Diketahui persamaan £x — a — £x 4 140 mempunyai solusi bulat 


positif, dimana a suatu parameter. Tentukan nilai minimum bilangan bulat positif 
dari a. 

5. Tentukan solusi bulat dari persamaan diophantine 13x — 7y — 0 yang memenuhi 
kondisi 80 « x #y « 120. 

6. Berapa banyak cara berbeda perangko seharga 81 cents dapat diganti dengan 
menggunakan perangko seharga 4 cents dan 7 cents saja? 


7. (AHSME/1992) Jika k bilangan bulat positif sedemikian sehingga persamaan dalam 
variabel x: kx — 12 —- 3k mempunyai akar-akar bulat, maka banyaknya nilai k yang 
mungkin adalah ... 

8.  (SSSMO/J/2002) Dua bilangan bulat positif A dan B memenuhi 

A B 17 
IR 33 
Tentukan nilai dari A2 - B?. 

9. (CHINA/1997) Diketahui m,n bilangan bulat yang memenuhi 3m #2 — 5n - 
3 & 30 x3m #2 «40, tentukan nilai dari mn. 

10. (OSK 2010) Pasangan bilangan asli (x,y) yang memenuhi 2x # 5y — 2010 
sebanyak .... 

11. (OSK 2006) Banyaknya solusi pasangan bilangan bulat positif persamaan 3x 4 5y — 
501 adalah ... 


b. Persamaan Diophantine non-Linear 
Persamaan jenis ini sangat banyak bentuknya, kita tidak mungkin mengkarakteristik satu 


per satu. Berikut akan dibahas melalui beberapa contoh soal dan metode 
penyelesaiannya. 


Contoh 4: 
Berapa banyak pasangan terurut bilangan bulat (x,y) yang memenuhi kondisi 
Oscxcy 
(rose 5x t /y 
Pembahasan: 
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Karena ,/y — V1998 — Vx, kuadratkan kedua ruas, kita peroleh y — 1998 4 x — 6v2.3.37x. 
Karena y bilangan bulat, maka haruslah x berbentuk:x — (2.3.37) k2. Jelas bahwa nilai k 
yang memenuhi adalah k-1, sehingga kita peroleh x-222 dan y-888. Jadi, banyak 
pasangan terurut (x,y) adalah 1. 


Contoh 5: 

Berapa banyak pasangan bilangan asli (x,y) sedemikian sehingga x? — y2 — 64? 
Pembahasan: 

Perhatikan bahwa (x —y) (x #y) — 64 

Karena x dan y bilangan asli, dan x2y (dari persamaan di soal), serta (x-y), (x--y) 
keduanya juga bilangan asli, dengan x— y « x 4 y. Dengan mendaftar faktorisasi dari 64: 


64 — 1.64 — 2.32 — 4.16 — 8.8. Untuk menentukan nilai x dan y, perhatikan tabel berikut: 


x—y Ixey Tx y Ket 

1 64 65/2 63/2 TM 

2 32 17 15 M 

4 16 10 6 M 

8 8 8 0 TM 
Jadi, Ada 2 pasangan bilangan asli yang memenuhi kondisi pada soal, yaitu (17,15) dan 
(10,6). 
Contoh 6: 


Jika x dan y bilangan asli sedemikian sehingga x # y # xy — 9, 
berapa kemungkinan nilai terbesar untuk xy? 
Pembahasan: 
Perhatikan bahwa: 

Xt YA4AXY 59 

X4#14y4xy —10 

(X4#1) (y #1) -10 
Perhatikan bahwa (x-#1) dan (y#-1) keduanya bilangan asli. Kita mendaftar faktorisasi dari 
10 sebagai perkalian dua bilangan asli. Kita dapat memilih x»y. Jadi, 
(X#1) (y#-1)-10—10.1—5.2. Sekarang x-1—10, y-1-1 maka x—9, y-0eN, 
(9,0) bukan pasangan solusi untuk soal ini. Kemudian untuk x#-1-5, y#-1-2 maka x-4, 
y-1. Nilai terbesar untuk xy-4.1-4. 


LATIHAN 7B 
1. (OSK, Tipe 2/2012) Pasangan bilangan asli (a,b) yang memenuhi 
4ala #1) —-b(b-#3) 
sebanyak ... 


| Langkah Emas Menuju Sukses OSN Matematika- Bidang Teori Bilangan Hal 112 | 


Didik Sadianto, M.Pd. | 2015 


2.  (OSP 2005) Banyaknya pasangan bilangan bulat (x, y) yang memenuhi persamaan 
2xy —5x #y— 55 
adalah .... 


3. (OSK 2004) Jika x dan y dua bilangan asli dan 
xXtytxy — 34, 
maka nilai x #y - :-:-. 
4. (OSP 2015) Banyaknya pasangan ntangan Ane yang memenuhi 
a bt1 2015 
adalah .... 


5. Berapa banyak pasangan bilangan asli (x,y) yang memenuhi persamaan x #y — xy? 
6. Berapa banyak pasangan (x,y) yang memenuhi persamaan 
1 1 1 


T. # 7 “ x,y EN? 
7. Tentukan banyaknya solusi bulat (x,y,z) dengan x # y # z, dari persamaan 
leel Iyl lzl — 12. 
8. Andaikan a, b, dan c bilangan bulat positif berbeda sedemikian sehingga 
abc ab -ac#-bc#-a-#b-#-c—- 1000. 
Tentukan nilai dari a # b 4 c. 
9. Banyaknya pasangan tripel (a,b,c) sedemikian sehingga 
at2b—c & a'4b? —c? sertaa,b,c EN adalah .... 
10. Berapa banyaknya pasangan terurut (a,n) dimana a,n € N yang memenuhi 
persamaan n! #10 — a?? 
11. (SSSMO/J/2008) Misalkan n bilangan bulat positif sedemikian sehingga 
n? #19n #48 
merupakan bilangan kuadrat sempurna. Tentukan nilai dari n. 
12. (CHINA/2003) Tentukan solusi bulat dari persamaan 
6xy - 4x —9y —7— 0. 


13. (SSMO/J/2004) Tentukan banyaknya pasangan terurut dari bilangan positif (x,y) 


yang memenuhi persamaan 
1 1 1 


“5 7 2007 
14. (SSMO/J/2009) Tentukan nilai terkecil dari bilangan bulat positif m sedemikian 
sehingga persamaan 
x? 4 2m 4 5)x # (100m #9) — 0 
hanya mempunyai solusi bulat. 
15. (CHNMOL/2005) p, g adalah dua bilangan positif, dan dua akar-akar dari persamaan 
dalam variabel x, 
(pr 
9 
adalah p dan g juga. Tentukan nilai p dan g. 


| Langkah Emas Menuju Sukses OSN Matematika- Bidang Teori Bilangan Hal 113 | 


x? 


15 
xtpt9) #1650 


Didik Sadianto, M.Pd. | 2015 


16. (CHNMOL/2003) Diketahui bilangan bulat a, b yang memenuhi persamaan 


| l/a  1/b | F 1 1 2 
te an Oi Bem ma 
ab ab atp3 

tentukan nilai dari a-#-b. 
17. (CHNMOL/1995) Banyaknya solusi bulat positif (x,y,z) yang memenuhi sistem 


xy #yz — 63 
persamaan 1 tyz — 23 
18. (CHINA/2003) Diketahui 


1260 
a2 -a—6 
adalah bilangan bulat positif, dimana a suatu bilangan bulat positif. Tentukan nilai a. 
19. (SSSMO/J/2004) Misalkan x, y, z, dan w menyatakan empat bilangan bulat positif 
berbeda sedemikian sehingga x2 — y2 — z2 — w2 — 81.Tentukan nilai dari xz - yw - 
XW 4 YZ. 


20. (CHINA/2003) Tentukan banyaknya solusi bulat tidak nol (x,y) yang memenuhi 
persamaan 
15 3 2 


ya 
21. (CHINA/2001) Tentukan banyaknya solusi bulat positif untuk persamaan 
x 14 


31 PA 3. 

22. (CHINA/2001) Tentukan banyaknya solusi bulat positif dari persamaan 
2 3 . 1 
x y 4 


23. (SSSMO/2005) Berapa banyak pasangan terurut bilangan bulat (x,y) yang 
memenuhi persamaan 
x” 4y2 — 2(x4y) Hxy? 


24. (SSSMO/2003) Misal p bilangan prima sedemikian sehingga 
x? — px — 580p —0 
mempunyai dua solusi bulat. Tentukan nilai dari p. 


25. (OSK, Tipe 3/2011/OSP 2008/Seleksi Awal IMO Hongkong/1999) Tentukan nilai dari 3x2y? 
jika x dan y adalah bilangan bulat yang memenuhi persamaan 
y F31 5302 4517 


26. (OSK 2010) Diketahui bahwa ada tepat 1 bilangan asli n sehingga 
n24n-4# 2010 
merupakan kuadrat sempurna. Bilangan asli n tersebut adalah ... 
27. (OSK 2010) Diketahui p adalah bilangan prima sehingga terdapat pasangan 


bilangan bulat positif (x,y) yang memenuhi 
x2 4 xy 5 2y” 4 30p. 


| Langkah Emas Menuju Sukses OSN Matematika- Bidang Teori Bilangan Hal 114 | 


Didik Sadianto, M.Pd. | 2015 


Banyaknya pasangan bilangan bulat positif (x,y) yang memenuhi ada sebanyak . 


28. (OSP 2010) Banyak bilangan bulat positif n « 100, sehingga persamaan 
3xy —1 
xt-y — 
mempunyai solusi pasangan bilangan bulat (x,y) adalah ... 


29. (OSP 2009) Diketahui k, m, dan n adalah tiga bilangan bulat positif yang memenuhi 
k m 1 


m 4n 6 


Bilangan m terkecil yang memenuhi adalah ... 


30. (OSP 2007) Di antara semua solusi bilangan asli (x,y) persamaan 
xt-y 


5 4 Jay 5 54 


solusi dengan x terbesar adalah (x,y)-... 


31. (OSK, Tipe 3/2012) Banyaknya pasangan solusi bilangan bulat positif yang 


memenuhi 


adalah ... 


8. Fungsi Tangga 


Fungsi tangga yang kita bahas, dalam buku ini ada 2 jenis. Jenis-jenis tersebut yang sering 
digunakan dalam menyelesaikan soal-soal olimpiade atau sejenisnya. Fungsi tersebut adalah 
Fungsi floor (pembulatan ke bawah) dan ceiling (pembulatan ke atas). 


Definisi 1 
Misalkan x adalah sebarang bilangan real. Nilai fungsi floor x dinotasikan dengan |x| merupakan 
bilangan bulat terbesar yang kurang dari atau sama dengan x. 


Definisi 2 
Untuk sebarang bilangan real x, Nilai x — Jxl, dinotasikan dengan f(x) dan disebut dengan 
bagian desimal dari x. 


Definisi 3 
Misalkan x adalah sebarang bilangan real. Nilai fungsi ceiling x dinotasikan dengan Jx| 
merupakan bilangan bulat terkecil yang lebih dari atau sama dengan x. 


Contoh 1: 
|2014, 1/- 2014, (2014, 14—0,1, (2014, 1|-2015. Sedangkan 


|-3.91--4, 63901 : f-3,9--3. 


Berikut ini sifat-sifat yang berkaitan dengan fungsi tangga: 
1). Jikaa dan b bilangan bulat, b » 0, dan g hasil bagi jika a dibagi oleh b, maka g — (El. 
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2). Untuk sebarang bilangan real x dan sebarang bilangan bulat n, lx n|- Lx n dan 
Pren-oeln. 
3). Untuk sebarang bilangan real positif x dan sebarang bilangan bulat positif n, banyaknya 


kelipatan positif dari n yang tidak lebih dari x adalah &| 
n 


4). Untuk sebarang bilangan real x dan sebarang bilangan bulat positif n, bj - | 
5). 0xxiki, dan (x1—0 jika dan hanya jika x bilangan bulat. 
6). Untuk sebarang bilangan real x, rd — xi. 
7). Untuk sebarang bilangan real x, x—1« | xx xe lx Jt atau x—1 ex Is oxeloadh 
NN | LxJ- jikax bukanbilanganbulat 

—|xl jikax bilanganbulat 
9). Untuk sebarang bilangan real x dan y, blok xx y| 


10). Untuk sebarang bilangan real x,y - 0, Lx is Ly. 


Contoh 2: 
Tentukan semua bilangan bulat positif n sehingga AA 1 il membagi 111. 
Pembahasan: 


Pembagi positif dari 111 adalah 1, 3, 37, 111. Sehingga kita bagi kasus-kasus seperti berikut: 
v1 51 Ti 2 5111120, jadi n27. 


/ 1-3 53011104531 2111247, jadi n-4. 
v (914 1l-37537x 1111438 &37” x111«38"”, jadi tidak nilai n yang memenuhi. 


1 AA 1115 111171 112 51117 41121127, jadi n-1. 
Jadi, nilai n—-1,4ataun27. 


Contoh 3: 
(OSN 2003) Tentukan semua solusi bilangan real persamaan | x? |--| x? |- 2003. 


Pembahasan: 


2 
Perhatikan bahwa jika x? bilangan bulat, maka be I-fxe Tini berakibat bahwa x? — Te 


(bukan bulat), kontradiksi. Jadi, jelas bahwa X2 bukan bilangan bulat. Ini berakibat 
Pe I- bl, sehingga olx it — 2003— 2 |- 1001. Dari sini dapat kita simpulkan 
bahwa 10014 x? «1 002, sehingga kita peroleh solusi berbentuk: “1001& x « “1002 atau 


— “1002 « xx “1001. 


Contoh 4: 
Selesaikan persamaan 2 x |- x4-2fx1. 
Pembahasan: 
Jelas, bahwa untuk sebarang bilangan real x, x —| x j4 (x, sehingga kita peroleh: 
2x laa 5 Ialah. 
Jika IxJ- O, 1, 2, maka nilai (xl berturut-turut adalah 0, 1/3, 2/3. Jadi, solusinya adalah 
48 


X 50, —, —. 
3 3 
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Contoh 5: 
(SSSMO/2002) Tentukan banyaknya solusi real dari B -— 2x Ku 
Pembahasan: 


Dari soal di atas, maka x haruslah bilangan bulat. Misalkan x -6g-#-r,dimanar - 0, 1, 2, 3, 
4, atau 5 dan g bilangan bulat. Maka kita peroleh persamaan: 


aa Ear 

2 €| 

r—-0 5»—g-0,x- 0 (Memenuhi) 
r—-1—»g-—1,x— 7 (Memenuhi) 
(-2—»9-—0, x — 2(Memenuhi) 
(-53—»9g-0,x—3 (Memenuhi) 
(54—»9g-—0,x—4 (Memenuhi) 
(55—»g9g-0,x—5 (Memenuhi) 

Jadi, ada 6 solusi yang memenuhi persamaan. 


SSK SSK 


Banyaknya angka nol di bagian kanan tanpa terputus pada n! 
Untuk mencari banyaknya angka nol pada bagian kanan n!, kita dapat menggunakan rumus 
berikut: 


“EaMa- 


Kita dapat membuat rumus umum bahwa, Pangkat tertinggi dari p dalam n! (pXn, p prima) 


salah 


Contoh 6: 

Tentukan banyak angka nol di sebelah kanan tanpa putus dari bilangan 31! 

Pembahasan: 

Kita terapkan rumus di atas, Banyak angka nol di bagian kanan tanpa putus dari 31! adalah 


2 2 -641-7. 
5 | 152 
LATIHAN 8 


1. Tentukan nilai dari |V1| - IV2| 4 IV3| # Iva| 4-4 (V2015|. 
2. 


Tentukan nilai dari |(X| dimana 
1 


1 1 
—#t-::- rr 
V04V2 V24V4 2012 # V2014 


3. Misalkan n adalah bilangan lima digit. Jika g dan r berturut-turut merupakan hasil bagi 
dan sisa bagi ketika dibagi 100, maka banyaknya bilangan bulat n sehingga g #r habis 
dibagi 11 sama dengan .... 

4. (OSK, 2013) Misalkan |x| menyatakan bilangan bulat terbesar yang lebih kecil atau sama 
dengan x dan (x| menyatakan bilangan bulat terkecil yang lebih besar atau sama 
dengan x. Tentukan semua x yang memenuhi |(xJ # Ja — 5. 
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5. (OSK, Tipe 2/2012) Banyaknya angka 0 sebagai angka-angka terakhir dari 2012! Adalah 


6. (OSK, Tipe 3/2012) Tentukan bilangan n terbesar sehingga 6" membagi 30! 


7. (OSK, Tipe 1/2012) Jika (V2012 V2011) — n-#r dengan n merupakan bilangan asli 
dan 0 Kr d1, makanilair - .... 

8. (OSK 2003) Untuk setiap bilangan real « , kita definisikan |x| sebagai bilangan bulat yang 
kurang dari atau sama dengan « . Sebagai contoh, (4,9| —4 &|7| —7. Jika x dan y 
bilangan real sehingga |vvx| — 9 & |/y| - 12, maka nilai terkecil yang-mungkin dicapai 
oleh |y — x| adalah ? 

9. (OSK 2007) Jika Ix| menyatakan bilangan bulat terbesar yang lebih kecil dari atau sama 


dengan bilangan real x, 18 5 P —.. 

10. (OSK 2007) Jika n adalah bilangan asli sehingga 3" adalah faktor dari 33!, maka nilai n 
terbesar yang mungkin adalah ... 

11. (OSP 2014) Untuk sebarang bilangan real x, didefinisikan |x| sebagai bilangan bulat 
terbesar yang kurang dari atau sama dengan x. Jumlah 2014 digit terakhir dari 


602014 
“- 


adalah .... 
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